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Resumen.
Se estudian las caracter´ısticas ma´s importantes del efecto Hall cua´ntico entero y frac-
cionario, adema´s, se analiza en detalle los conceptos fundamentales de la teor´ıa de An-
iones. En particular se muestra que el efecto Hall cua´ntico es un sistema bidimensional
incompresible, cuya resistencia Hall es cuantizada en nu´meros enteros y fraccionales.
Para el efecto Hall cua´ntico se ilustra el transporte electro´nico en un sistema de dos
dimensiones, con el objetivo de mostrar las nuevas propiedades encontradas en este
efecto. Para la teor´ıa de Aniones, se estudian las diferencias dina´micas y estad´ısticas
entre sistemas de dos y tres dimensiones.
Finalmente se muestra que los Aniones describen los estados excitados y los diferentes
factores de llenado en el efecto Hall cua´ntico fraccionario.
vii

Introduccio´n
El efecto Hall cua´ntico es uno de los feno´menos ma´s sobresalientes y estudiados del
mundo de dos dimensiones. Este efecto se caracteriza por mostrar valores discretos en
la resistencia transversal o resistencia Hall. La cuantizacio´n de la resistencia Hall puede
darse en nu´meros enteros o fraccionarios, de ah´ı, que exista el efecto Hall cua´ntico
entero y el efecto Hall cua´ntico fraccional. Sin importar que el nu´mero que determina
la cuantizacio´n sea entero o fraccional, una cualidad importante de las dos versiones del
efecto Hall es la conduccio´n sin pe´rdida de energ´ıa cuando el sistema se encuentra en un
“plateu”, o sea, la zona donde la resistencia es constante en funcio´n de la temperatura.
Este comportamiento se debe a que el potencial qu´ımico permanece constante en estas
mesetas, de ah´ı, que el efecto Hall cua´ntico (entero o´ fraccional) sea catalogado como un
sistema incompresible.
La historia del efecto Hall cua´ntico comenzo´ en 1980 cuando Klitzing [1] descubrio´ que
la resistencia Hall se cuantizaba en factores de llenado enteros, a diferencia del compor-
tamiento lineal observado en el efecto Hall cla´sico. Este comportamiento fue explicado
en funcio´n del problema de Landau [1]. En 1982 Tsui y Stomer [2] descubrieron que la
resistencia Hall se cuantizaba en un factor de llenado 1/3. Lo que hoy se conoce como
efecto Hall cua´ntico fraccional. Este nuevo comportamiento llevo´ a pensar que la expli-
cacio´n mediante el problema de Landau no era suficiente para analizar este feno´meno.
En 1983 Laughlin [3] solucionando la ecuacio´n de movimiento para tres electrones en
un campo magne´tico perpendicular a su movimiento restringido a dos dimensiones, de-
mostro´ que los estados electro´nicos pose´ıan un factor de llenado 1/3. Teniendo en cuenta
esto, Laughlin [4] logro´ generalizar este particular comportamiento proponiendo una fun-
cio´n de onda variacional para el estado fundamental y los primeros estados excitados,
probando que esta se adecuaba a las exigencias variacionales solamente cuando el factor
de llenado existe como un nu´mero fraccional. Este nuevo estado electro´nico posee cual-
idades interesantes como carga y esp´ın fraccional. En los an˜os siguientes la atencio´n se
centro´ en demostrar la validez f´ısica y matema´tica de la funcio´n de onda de Laughlin
[5, 6, 7].
Por otra parte, los Aniones son part´ıculas que describen feno´menos observados en un
mundo de dos dimensiones. Estas part´ıculas tienen la caracter´ıstica de tener carga y
ix
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esp´ın fraccional, adema´s, su estudio estad´ıstico solo puede ser hecho mediante una es-
tad´ıstica cuyo para´metro sea igualmente fraccional. Este feno´meno plantea que bajo
ciertas circunstancias el formalismo de estudio estad´ıstico puede realizarse mediante la
estad´ıstica de Bose –Einstein o´ la Fermi –Dirac.
Al mismo tiempo que se descubrio´ el efecto Hall cua´ntico fraccional los Aniones aparecieron.
Wilczek [8, 9] demostro´ que los valores de momento angular de esp´ın para una part´ıcula
cargada orbitando alrededor de un flujo magne´tico (el cual es el modelo dina´mico de un
Anio´n) son fraccionales. As´ı mismo, concluyo´ que la estad´ıstica para estas nuevas part´ıcu-
las deber´ıa ser reconsiderada. Este problema fue solucionado por Leinnas y Myrheim [10]
estableciendo que el grupo adecuado para esta nueva estad´ıstica debe ser el grupo de
Braid.
Con esto en mente, el objetivo de este trabajo es mostrar que los Aniones pueden de-
scribir el efecto Hall cua´ntico, y que de hecho, es la teor´ıa adecuada para describir el
estudio de las nuevas propiedades del efecto Hall cua´ntico fraccionario.
La explicacio´n del efecto Hall cua´ntico mediante la teor´ıa de Aniones fue hecha por
Arovas, Schrieffer y Wilczek [11] calculando la fase de Berry a los estados excitados
de Laughlin, probando que la estad´ıstica y la carga es Anionica. Al mismo tiempo
Halperin [12, 13] obtuvo estados para el efecto Hall cua´ntico fraccional con diferente
factor de llenado excitando los estados fundamentales de Laughlin, Halperin justifico
que las excitaciones sobre estos estados deben tener las mismas caracter´ısticas que posee
una part´ıcula en un campo magne´tico, pero, con diferente factor de llenado.
La teor´ıa de Aniones, y los Aniones en s´ı, han encontrado as´ı mismo espacio para ser
aplicadas en variadas ramas de la f´ısica y las matema´ticas como son: superconductividad
y superconductividad de alta temperatura cr´ıtica [14, 15, 16, 17], teor´ıa cua´ntica de
campos con la construccio´n de Chern- Simons [18], problemas de estad´ıstica cua´ntica
con el estudio del gas ideal de Aniones [19, 20], problemas estad´ısticos en agujeros negros
[21], lo que los hace un campo de estudio altamente activo.
El trabajo esta´ organizado de la siguiente manera: En el primer cap´ıtulo se introduce el
efecto Hall cla´sico y su contraparte cua´ntica, restringie´ndonos al efecto entero, estudian-
do la cuantizacio´n de Landau. El segundo cap´ıtulo estara´ dedicado al efecto Hall cua´ntico
fraccional, siguiendo en detalle los argumentos expuestos por Laughlin para obtener la
funcio´n de onda variacional para el estado fundamental, y observando que este nuevo
estado posee caracter´ısticas particulares en comparacio´n al comportamiento dina´mico
observado en el re´gimen entero. En el tercer cap´ıtulo se introducen los Aniones, exponien-
do los argumentos encontrados por Wilczek a cerca del particular comportamiento del
mundo bidimensional. En el cuarto cap´ıtulo demostraremos que los estados excitados de
Laughlin son en realidad Aniones. El u´ltimo cap´ıtulo esta´ dedicado a las conclusiones.
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Para cumplir con e´xito el objetivo propuesto en este trabajo, centraremos nuestro ana´lisis
en el estudio detallado de las referencias [3, 4, 8, 9].

Cap´ıtulo 1
El efecto Hall cua´ntico.
Aunque, el estudio y desarrollo del mundo de los semiconductores se ha enfocado en el
avance de las aplicaciones tecnolo´gicas, en 1980 estos lograron aportar un descubrimien-
to fundamental en f´ısica [1]. La realizacio´n de medidas experimentales sobre transistores
de Silicio y A´stato de Galio llevaron al f´ısico alema´n Klaus Von Klitzing a descubrir el
efecto Hall cua´ntico [22]. Este particular efecto se caracteriza por tener valores discretos
en la resistencia Hall, a diferencia del comportamiento lineal observado en el efecto Hall
cla´sico [23]. En este cap´ıtulo estudiaremos las caracter´ısticas ma´s importantes del efecto
Hall cua´ntico entero y mostraremos la relacio´n existente con los Aniones en la derivacio´n
de la resistividad Hall.
1.1. Del mundo cla´sico al mundo cua´ntico.
No se podr´ıa comenzar el estudio del efecto Hall cua´ntico sin antes revisar su presentacio´n
ma´s simple y sencilla. El efecto Hall cla´sico, y en general cualquier presentacio´n de este
efecto, consiste en el particular comportamiento de la conduccio´n ele´ctrica en los metales,
cuando la corriente interactu´a con un campo magne´tico, creando exceso de carga en los
bordes de la muestra [23].
Consideremos una placa meta´lica por la que circula una corriente en la direccio´n y, la
cual interactu´a con un campo magne´tico perpendicular. Escojamos la direccio´n z co-
mo sentido de aplicacio´n del campo magne´tico. El efecto producido por la interaccio´n
del campo magne´tico con la corriente crea una diferencia de potencial transversal como
se muestra en la figura 1.1, debido al exceso de carga acumulada en los bordes de la
1
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Figura 1.1: Montaje esquema´tico de realizacio´n experimental del efecto Hall. La fuerza
de Lorentz producida por el campo magne´tico crea un exceso de carga en los bordes de
la muestra. Como resultado se obtiene un potencial VH derivado del exceso de carga
[24].
placa. Cuando el estado estacionario es alcanzado, aunque, el movimiento de los elec-
trones conserva la direccio´n original, el campo ele´ctrico transversal sigue existiendo. Para
su caracterizacio´n experimental se mide la resistencia Hall. La resistencia es derivada
teniendo en cuenta que la fuerza de Lorentz producida por el campo magne´tico contrar-
resta la fuerza producida por el gradiente del potencial, con esto, la resistencia esta´ dada
por [23]:
RH =
VH
i
=
B
ρec
, (1.1)
donde ρ es la densidad electro´nica. La ecuacio´n (1.1) expresa la dependencia de la re-
sistencia Hall con respecto del campo magne´tico.
Una de las caracter´ısticas importantes del efecto Hall son sus propiedades geome´tricas.
Ya que la relacio´n existente entre las componentes longitudinales y transversales de
resistividad y campo ele´ctrico se expresan mediante el tensor de conductividad dado
por:  jx
jy
 =
 σxx σxy
σyx σyy

 Ex
Ey
 . (1.2)
Para calcular las componentes del tensor se debe tener en cuenta desde cual sistema de
referencia se miden los campos electromagne´ticos. Desde el sistema de laboratorio los
campos electromagne´ticos medidos son ~E = Eˆ y ~B = Bkˆ. En el sistema de referencia
del electro´n, el cual se mueve con velocidad ~v los campos son:
~E = −1
c
~v × ~B ~B = −1
c
~v × ~E, (1.3)
teniendo en cuenta la corriente ~J = −ne~v, el campo ele´ctrico se puede reescribir como
~E = − 1
nec
~J × ~B. (1.4)
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Definiendo la ley de Ohm en forma tensorial
Ei = ρijJ
i, (1.5)
donde i e j suman sobre las tres componentes espaciales. Con la ecuacio´n (1.4) es factible
hacer una identificacio´n de las componentes del tensor resistividad que vienen dadas por
[25]:
ρij =
B
nec
 0 −1
1 0
 . (1.6)
Si se tiene en cuenta que el sistema responde linealmente, el tensor de conductividad
sera´ el inverso del tensor de resistividad, el cual relaciona las componentes de corriente
y campo ele´ctrico
Ji = σijE
i, (1.7)
cuyas componentes son:
σij =
nec
B
 0 1
−1 0
 . (1.8)
Se puede observar que las componentes diagonales de los tensores resistividad y con-
ductividad son nulas, lo que refleja la ausencia de impurezas en la muestra. Adema´s,
estos dos tensores manifiestan un comportamiento extran˜o pero sorprendente. El sistema
muestra aislamiento ya que σxx = 0, aunque, exhibe un comportamiento semejante al
de un conductor perfecto debido a que ρxx = 0. La aplicacio´n ma´s importante del efecto
Hall cla´sico es la determinacio´n del signo y densidad de los portadores de carga, as´ı,
como la de obtener medidas de magnetizacio´n en diferentes materiales [23, 25].
Desde su descubrimiento a principios del siglo pasado por Edwin Hall, el efecto Hall
cla´sico se manifesto´ en placas de oro a temperatura ambiente, sometidas a campos
magne´ticos de un Tesla. Sin embargo, a principios de los setenta los f´ısicos se intrigaron
en la consecuencia surgida de llevar este comportamiento a condiciones extremas (tem-
peraturas bajas, campos magne´ticos grandes). Para esto, se sustituyeron las placas de
oro por superficies de separacio´n entre semiconductores, adema´s, se fijo un rango de
temperaturas inferiores a un Kelvin y campos magne´ticos de hasta treinta Tesla. El
resultado de todo este cambio conllevo a observar el efecto Hall en su manifestacio´n
cua´ntica, revelando un nuevo feno´meno del mundo mesosco´pico observado desde un
mundo macrosco´pico.
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1.2. Efecto Hall cua´ntico entero.
Los cambios realizados en los mecanismos experimentales del efecto Hall llevaron a K.
Von Klitzing [26] en 1980 a descubrir que la resistencia Hall no depende linealmente
del campo magne´tico, en cambio, la dependencia esta´ dada en funcio´n de constantes
universales. Adema´s, la relacio´n funcional no es lineal ni continua, en vez de eso, presenta
una serie de saltos. En lo que sigue describiremos un ana´lisis teo´rico con el objetivo de
entender los resultados obtenidos por Klitzing.
Absolutamente todo el estudio del efecto Hall cua´ntico entero es enmarcado por el
anal´ısis de los niveles de Landau. Los niveles de Landau surgen de la solucio´n de la
ecuacio´n de movimiento para un electro´n en presencia de un campo magne´tico perpen-
dicular a su direccio´n de movimiento, cuyo Hamiltoniano sin esp´ın esta dado por:
H =
1
2me
(
~p− e
c
~A
)
. (1.9)
Ba´sicamente, los niveles de Landau son un espectro de energ´ıa discreto ana´logo a los
niveles de energ´ıa del oscilador armo´nico unidimensional que ostenta la forma
ξn,kz ,sz = ~ωc
(
n+
1
2
)
+
~2k2z
2me
, (1.10)
aqu´ı n representa el nivel de Landau, ωc =
eB
~c es la frecuencia de ciclotro´n, me es la masa
del electro´n y kz es un nu´mero continuo asociado al valor del momento en la direccio´n
z. Este espectro es obtenido de la solucio´n de la ecuacio´n de un oscilador a´rmonico
trasladado una distancia x0 dada por:(
− ~∂
2
x
2me
+
meω
2
B
2
(x− x0)2
)
ϕ¯(x) = εϕ¯(x), (1.11)
con x0 =
~cky
eB donde ky =
2pi
Ly
n. La solucio´n, adema´s, de mostrar la discretizacio´n de la
energ´ıa del electro´n, muestra que el movimiento es semejante a una o´rbita de ciclotro´n
(cicloide). Algo interesante de la cuantizacio´n de Landau se refleja en el dejeneramiento
de sus niveles, ya que, a cada nivel se le asocia un estado de flujo cua´ntico, y as´ı, el
dejeneramiento de los niveles va como la razo´n entre el nu´mero de flujos generados en
los estados con respecto al flujo cua´ntico fundamental, es decir,
% =
BLxLy
Φ0
=
Φ
Φ0
, (1.12)
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donde Φ0 = hc/e. Sin embargo, el estudio detallado de estos niveles es el esp´ıritu del
ape´ndice A.
Supongamos que existe un sistema electro´nico bidimensional el cual interactu´a con un
campo magne´tico normal a su superficie. Acto seguido, la interaccio´n del sistema con el
campo hace que los electrones se muevan orbitalmente con una frecuencia de ciclotro´n.
El espectro de energ´ıa asociado al movimiento de los electrones esta expresado como:
ξn,kz ,sz = ~ωc
(
n+
1
2
)
+
~2k2z
2m∗
, (1.13)
donde m∗ es la masa efectiva, por ejemplo para el AsGa m∗ = 0,37me [1] La ecuacio´n
(1.13) se conoce como niveles de Landau A, siendo obtenidos de la solucio´n del oscilador
armo´nico unidimensional desplazado una distancia x0.
El dejeneramie.nto de cada nivel de Landau en la ecuacio´n (1.13) se relaciona con el
nu´mero de puntos centrales x0 encontrados en una muestra de dimensiones Lx, Ly [1].
Dada la cuantizacio´n de ky, cada punto central en la muestra se encuentra separado de
otro punto vecino una distancia:
∆x0 =
~c
eB
∆ky =
~c
eB
2pi
Ly
=
hc
eBLy
, (1.14)
de tal manera que en un ancho Lx se pueden encontrar %0 =
Lx
∆x0
=
eBLxLy
hc =
BLxLy
Φ0
puntos centrales, coincidiendo con el dejeneramiento de los estados de flujo generados en
la muestra de igual manera que se muestra en el ape´ndice A. Con esto, el dejeneramiento
por unidad de a´rea es:
% =
%0
LxLy
=
eB
h
, (1.15)
mostrando total independencia de los para´metros propios del semiconductor.
La relacio´n entre los niveles de Landau y la resistencia Hall se evidencia en la densidad
electro´nica del sistema. De manera que para el i-esimo nivel de Landau que se encuentra
completamente ocupado, la densidad de la muestra toma la forma ρ = i%, con lo cual la
resistencia Hall (1.1) para un nivel completamente ocupado esta´ dado por:
RH =
B
i%e
=
h
ie2
. (1.16)
La ecuacio´n (1.16) describe los pasos encontrados por Klitzing en la resistencia Hall,
estos pasos se muestran en la figura 1.2. La densidad de estados de energ´ıa se representa
por una funcio´n delta asociada a cada nivel, cuyo peso asignado es
LxLy
% (ver [27] y
referencias all´ı citadas).
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Figura 1.2: Curvas experimentales de resistencia Hall RH ≈ ρxy y resistividad
transversal ρxx para una muestra en funcio´n del campo magne´tico aplicado, con una
densidad de transporte electro´nico constante, con un voltaje de entrada Vg = 0. La
temperatura de la muestra es de alrededor de 8mK [1].
1.2.1. El factor de llenado.
Los resultados obtenidos por Klitzing muestran que cuando el sistema se encuentra en
una meseta o “Plateu”1 el transporte electro´nico en el medio no posee disipacio´n, es
decir, la conduccio´n se realiza sin pe´rdida de energ´ıa, debido a que ~EH · ~J = 0. Pero,
estas singulares cualidades son posibles solamente si el sistema es incompresible.
Para analizar esto en ma´s detalle, definamos primero una cantidad que sera´ muy u´til para
mostrar porque la incompresibilidad es necesaria para la observacio´n de las particulares
caracter´ısticas del efecto Hall cua´ntico.
El factor de llenado ν provee una adecuada escala de medida de la densidad electro´nica
del sistema [27], anal´ıticamente se define como ν = eBh ρ, as´ı por ejemplo, cuando ν = 1
todos los estados en el sistema se encuentran en el nivel de Landau n = 0, desde luego,
cuando ν = 2 todos los estados se encuentran en n = 1 y as´ı sucesivamente. El factor de
llenado prevalecera´ en el ana´lisis y caracterizacio´n del re´gimen Hall cua´ntico, adema´s de
las nuevas propiedades del efecto Hall fraccional.
1Por definicio´n un “Plateu”es la zona donde la resistencia del sistema se encuentra cuantizada.
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1.2.2. Incompresibilidad y cuantizacio´n.
La gra´fica de la energ´ıa del estado fundamental de los electrones no interactuantes en
el sistema bidimensional (el cual en realidad es un gas electro´nico) contra el factor
de llenado mostrada en la figura 1.3 consiste de una serie de funciones lineales cuya
pendiente se incrementa a medida que el sistema ostenta valores enteros de factor de
llenado.
Figura 1.3: Relacio´n grafica de la energ´ıa del estado fundamental de un sistema de
electrones no interactuantes en funcio´n del factor de llenado. Se observa un incremento
en la pendiente de cada trozo a medida que el sistema encuentra factores de llenado
enteros [27].
Este comportamiento se debe a la continua inyeccio´n de electrones en el sistema, conlle-
vando a que los niveles de Landau se llenen, as´ı que, cuando un nivel n de Landau cuya
energ´ıa es ~ωc
(
n+ 12
)
se llena completamente, los electrones deben ubicarse en un nivel
superior. Por tanto, los electrones requerira´n una energ´ıa ~ωc
(
n+ 32
)
para ubicarse en
el siguiente nivel, de ah´ı es sencillo concluir que los electrones necesitan una cantidad
~ωc para poder acceder al siguiente nivel, evidenciando el aumento de la pendiente a
medida que aumenta el factor de llenado y las discontinuidades presentes en la gra´fica
[27].
Anexo a las discontinuidades presentadas en la energ´ıa del estado fundamental, es posible
obtener informacio´n adicional del estado fundamental con respecto del factor de llenado.
Debido a que estamos trabajando en condiciones extremas (temperaturas bajas, campos
magne´ticos grandes) se puede evaluar el potencial qu´ımico µ en la manera:
µ =
(
∂ξ0
∂N
)
B
, (1.17)
el cual mide la resistencia de un sistema a la inyeccio´n de part´ıculas [28]. La existente
relacio´n entre el potencial qu´ımico y el nu´mero de part´ıculas se refleja en el aumento del
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potencial a medida que se encuentran discontinuidades en la energ´ıa fundamental de los
electrones no interactuantes. Es decir, cada vez que se encuentran factores de llenado
enteros en el sistema debido a que la pendiente aumenta el potencial qu´ımico tiene un
comportamiento semejante al mostrado en la figura 1.4.
Figura 1.4: Potencial qu´ımico en funcio´n del factor de llenado para una muestra con
densidad y campo magne´tico constante. A medida que el factor de llenado aumenta el
potencial qu´ımico tambie´n lo hace, adema´s como el potencial se mantiene constante la
compresibilidad en cada factor de llenado se anula [29].
El aumento del potencial qu´ımico induce la desaparicio´n de la compresibilidad en el
sistema, ya que la variacio´n del potencial con respecto a la densidad electro´nica en cada
factor de llenado es nula. De hecho, el factor de compresibilidad se anula ya que por
definicio´n:
κ = ρ2
∂µ
∂ρ
. (1.18)
La compresibilidad es la encargada de caracterizar las excitaciones observadas arriba
y abajo del nivel de Fermi con el objetivo de generar una longitud de densidad de
perturbacio´n en el sistema, pero, estas excitaciones son creadas con valores de energ´ıa
infinitesimales [27]. Por tanto, teniendo en cuenta que la compresibilidad desaparece en
factores de llenado entero y que existe una diferencia de energ´ıa finita ~ωc entre un nivel
completamente lleno y el siguiente, un gas electro´nico bidimensional se puede clasificar
como un sistema incompresible, lo que sostiene la idea de la conduccio´n sin disipacio´n
cada vez que se encuentra en un factor de llenado entero, debido a que el potencial
qu´ımico permanece constante en estos niveles.
1.3. El efecto Hall cua´ntico entero y los Aniones.
Hasta el momento hemos evadido el papel que juega el campo ele´ctrico transversal
generado del arrastre de los electrones a los extremos de la muestra. Ahora, nos con-
centraremos en ver que´ papel juega y que informacio´n adicional es extra´ıda a partir de
la interaccio´n de este campo con el sistema. Aunque existe un tratamiento semicla´sico
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realizado por Girvin [25], seguiremos argumentos geome´tricos y de calibre en el mis-
mo sentido de Laughlin [22] y Taylor [27] en lo que ma´s adelante se convertira´ en los
argumentos ba´sicos de la teor´ıa de lo Aniones.
En ausencia de impurezas en la muestra se puede calcular la corriente transportada por
los electrones en el gas mediante el operador:
~J = −e∂H
∂ ~A
= − e
m∗
(
~p+
e
c
~A
)
, (1.19)
donde H posee la misma forma mostrada en la ecuacio´n (1.9). Si se realiza una trans-
formacio´n del potencial vectorial:
~A −→ ~A− ~a, (1.20)
con ~a = qΦ0Ly jˆ, donde Φ0 =
hc
e es el flujo cua´ntico y q es un para´metro adimensional. ~a es
un potencial vectorial ficticio, es decir, no corresponde a ningu´n campo magne´tico real,
ya que ~∇× ~a = 0. Sin embargo, se puede asociar a un flujo magne´tico Φ que atraviesa
el centro de un anillo de longitud Ly, el cual posse un ancho Lx como se muestra en la
figura 1.5.
Figura 1.5: Geometr´ıa usada para la determinacio´n de la resistividad transversal Hall.
Esta´ geometr´ıa es semejante a la de un Anio´n. El flujo que atraviesa el centro del anillo
afecta las condiciones de contorno de la funcio´n de onda, agregando una fase [1].
Con el potencial vectorial transformado el Hamiltoniano para un electro´n libre toma la
forma
H(q) =
1
2m∗
(
~p+
e
c
~A− qe
c
Φ0
Ly
jˆ
)2
. (1.21)
Con lo cual el operador de corriente alrededor de la direccio´n y es:
Jy(q) = − h
m∗Ly
(
~p+
e
c
~A− qe
c
Φ0
Ly
jˆ
)
· jˆ, (1.22)
10 Cap´ıtulo 1 El efecto Hall cua´ntico.
que puede tambie´n ser escrito como
Jy(q) = −eLy
h
∂H(q)
∂q
. (1.23)
Con (1.23) se puede calcular la corriente que transporta cierto estado |ϕ(~r, t)〉 simple-
mente calculando el valor esperado en el estado deseado. Si el estado escogido para la
evaluacio´n transporta algu´n valor de corriente, la derivada del Hamiltoniano con respec-
to del nu´mero q debe ser diferente de cero. Por tanto, el espectro de energ´ıa podr´ıa
depender del nuevo potencial vectorial ~a, pero, hemos advertido que este es un potencial
vectorial ficticio, es decir, se puede remover mediante una transformacio´n de calibre. La
solucio´n para esta dicotomı´a es dada por la funcio´n de onda, porque el efecto de ~a es
precisamente agregarle una fase adicional a esta. La fase buscada es conocida como la
fase de Aharonov–Bohm [30]:
φAB = − e
hc
∫
~a · d~r. (1.24)
Integrando alrededor de la direccio´n y, la fase de Aharonov–Bohm es:
φAB = 2piq. (1.25)
Esta fase es adicionada al nu´mero de onda ky cada vez que los electrones realizan una
o´rbita de longitud Ly. Este comportamiento es semejante al producido por un flujo
cua´ntico Φ = qΦ0 que atraviesa el centro del anillo. La importancia de la fase de
Aharonov–Bohm radica en su relacio´n con el nu´mero de onda ky =
2pi
Ly
i, de hecho la
solucio´n de la dependencia del espectro de energ´ıa esta´ en la correspondencia existente
entre q e i, de ah´ı existen dos casos:
q e i actuan ambos como nu´meros enteros: Esta condicio´n no genera cambio alguno
en el nu´mero de onda de la funcio´n de onda de los electrones, dejando inalteradas
las condiciones de contorno del sistema.
q actua como un nu´mero entero pero i es fraccional: Esta condicio´n hace que la fase
de Aharonov–Bohm no avance 2pi veces, instaurando que la funcio´n de onda sea
multievaluada, lo que podr´ıa significar obtener informacio´n erro´nea del sistema.
Para evitar estos inconvenientes se ajusta el nu´mero de onda de tal manera que la fase
aportada por ~a sea removida sin importar como sea la coexistencia entre q e i. Por tanto,
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los nu´meros de onda reajustados son:
ki,q =
2pi (i− q)
Ly
, (1.26)
de la cual se puede concluir que ~a cambia las condiciones de contorno del sistema, es
decir, ahora se piensa en una funcio´n de onda asociada a los electrones no interactuantes,
que posee un nu´mero de onda extran˜o generado por un potencial vectorial ficticio, con
el u´nico objetivo de preservar que la funcio´n sea unievaluada y que esto prevalezca
inalterado aunque en el sistema este´ presente un flujo cua´ntico Φ = qΦ0.
El propo´sito de contemplar la relacio´n entre q e i va encaminada a la observacio´n del
cambio generado en el sistema cuando se incrementa el flujo adiaba´ticamente2 ,adema´s,
de la observacio´n de los cambios encontrados en presencia del campo ele´ctrico transversal
creado por el voltaje Hall. Teniendo en cuenta nuestra geometr´ıa (figura 1.5) el sistema
es adiaba´tico en el sentido que el tiempo de actuacio´n del flujo cua´ntico que ingresa en
el anillo es mucho mayor que el tiempo que tarda un electro´n en realizar una revolucio´n
a trave´s del anillo [32].
El cambio que genera la insercio´n del flujo en el anillo se contempla en la traslacio´n de
los puntos centrales x0 a medida que en el sistema opera el flujo adiaba´ticamente, se
puede mostrar que la ecuacio´n del oscilador armo´nico ec.(1.11) con este nuevo potencial
se encuentra trasladada una posicio´n xk = x0+
qΦ0
BLy
[27], de fortuna que los estados antes
y despue´s de aplicado el flujo prevalecen sin cambio alguno, debido al previo ajuste del
nu´mero de onda.
En presencia del campo ele´ctrico transversal (EH) la ecuacio´n de movimiento para los
electrones no interactuantes en el gas toma la forma
H(q)ϕ(x, y) =
(
1
2m∗
(
pˆ− e
c
~A
)2
+ eEHx
)
ϕ(x, y) = εϕ(x, y). (1.27)
Expl´ıcitamente, si proponemos una solucio´n ϕ(x, y) = eikyyφ(x) y completamos el cuadra-
do el Hamiltoniano (1.27) se convierte en
H(q)φ(x) =
(
1
2m∗
p2x +
1
2
m∗ω2c
(
x+
(
x0 +
qφ0
BLy
+
vd
ωc
))2)
φ(x)
−
(
1
2
m∗v2d − ~kvd +
eEH
B
qφ0
Ly
)
φ(x)
(1.28)
2La f´ısica cla´sica plantea el concepto de adiaba´tico como la variacio´n temporal de una variable
dina´mica, con la particularidad que la variacio´n es tan “lenta”o suave que se puede considerar a la
cantidad como una constante de movimiento en el sistema durante todo el tiempo de ejecucio´n del
proceso f´ısico [31].
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donde vd = cEH/B es la velocidad de arrastre de los electrones hacia los bordes del anillo.
Vemos entonces que el campo ele´ctrico adema´s de forjar el arrastre de las orbitas de
movimiento, instaura una nueva traslacio´n de los puntos centrales a una nueva posicio´n
xkn = xk +
vd
ωc
. (1.29)
Otra consecuencia de la presencia del campo ele´ctrico de Hall es el cambio en el espectro
de energ´ıa, debido a que el Hamiltoniano es proporcional a las nuevas posiciones centrales
(1.29), de tal manera, que los estados propios del Hamiltoniano transportan corriente.
Las sucesivas traslaciones a las que son sometidos los electrones en el gas, reflejan una
transferencia de electrones por nivel de Landau ocupado. El trabajo necesario para
ceder este electro´n es ∆ε = ineEHLx, donde i es el nivel de Landau que se encuentra
completamente ocupado.
Bajo la consideracio´n de la geometr´ıa circular, la corriente en el anillo viene dada como
la fuerza generalizada asociada al cambio del flujo magne´tico en el tiempo [33]. Con esto
en mente, se puede utilizar la ley de induccio´n de Faraday para calcular la resistividad
longitudinal del sistema, as´ı
1
c
dΦ
dt
= −1
c
∫
s
d~a · d
~B
dt
= −
∫
c
dl · ~Ex, (1.30)
teniendo en cuenta la ley de Ohm [27]
1
c
dΦ
dt
=
∫
dl · ρxyjy. (1.31)
Si integramos (1.31) en el tiempo desde t = −∞ hasta t = ∞, adema´s, de escribir
jy = ~J/Lx obtenemos
1
c
∆Φ = −ieρxy. (1.32)
Ya que ∆Φ es precisamente hc/e, debido a que el tratamiento del sistema ha sido en-
marcado por la insercio´n del flujo adiaba´ticamente, la resistividad Hall es
ρxy = − ~
ie2
. (1.33)
Comparando la ecuacio´n (1.16) junto con (1.33), se observa que los resultados son equiv-
alentes, salvo que, en uno se ha obtenido la resistencia Hall teniendo en cuenta el de-
jeneramiento de los puntos centrales en la muestra, mientras que por otra parte, se ha
utilizado argumentos de teor´ıa de calibre para derivar la resistividad Hall, y aunque un
poco extran˜o, estos dos resultados son equivalentes. Aproximar la resistencia Hall a la
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resistividad transversal viene del hecho que en las muestras reales y en nuestra propia
geometr´ıa el largo se considera mucho mayor al ancho, de tal manera que el voltaje es
medido lo suficientemente lejos de lo bordes, esto se traduce en una densidad de corriente
aplicada uniforme, conllevando a que los factores geome´tricos no interesen, de ah´ı el que
se pueda aproximar la resistividad con la resistencia [34].
Las conclusiones ma´s importantes del uso de argumentos de calibre, adema´s de una
geometr´ıa circular es ofrecer un mecanismo eficiente para analizar los efectos de la in-
teraccio´n de un electro´n con campos electromagne´ticos, que derivan en la deduccio´n de
resultados obtenidos independientemente de las condiciones propias del sistema (tem-
peratura, desorden, entre otras). As´ı, el argumento de calibre se convierte en una teor´ıa
alternativa de estudio, con la cual se pueden obtener resultados equivalentes, en com-
paracio´n con la teor´ıa del transporte electro´nico semicla´sico sin el complejo bagaje que
esta ofrece.
1.4. Entre la teor´ıa y los experimentos.
Experimentalmente el efecto Hall cua´ntico entero es inherente a la existencia de desorden
en la muestra, de hecho, el desorden en la muestra genera un ensanchamiento de la den-
sidad de los estados de energ´ıa (ver [1]), pero sus caracter´ısticas obtenidas anteriormente
se mantienen inalteradas.
Por ejemplo el ensanchamiento de la densidad de estados crea en cada nivel de Landau
estados localizados y extendidos, con lo cual, la conduccio´n ele´ctrica sin disipacio´n en
los plateu, se asigna a los estados extendidos y los plateu se mantienen constantes au´n
variando la densidad del sistema,3 esto, porque la variacio´n de la densidad afecta u´nica-
mente a los estados localizados, pero, como estos no transportan corriente, la disipacio´n
es inalterada [35, 27, 29, 25]. En la literatura este mecanismo se conoce como estados
borde (edge states).
En cambio para el efecto Hall cua´ntico fraccional, experimentalmente se necesitan de
muestras en las cuales se reduzca al ma´ximo la presencia de desorden, teo´ricamente,
se requiere que el sistema sea invariante bajo rotaciones4, porque, como veremos ma´s
adelante la f´ısica implicada en poseer factores de llenado fraccional, necesita de un nuevo
ana´lisis.
3La variacio´n de la densidad va en sentido de dopar la muestra. Es decir, agregar portadores de carga
que reduzcan o aumenten la densidad de carga libre.
4El efecto Hall entero es entendido en funcio´n del problema de Landau, el cual involucra que el sistema
sea invariante traslacionalmente. Para el efecto Hall fraccional, el problema es entendido en funcio´n de
los estados propios de momento angular para la cual se utiliza el calibre sime´trico.
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1.4.1. Re´gimen Hall cua´ntico.
Aunque existen una serie de requerimientos te´cnicos para el estudio del efecto Hall
cua´ntico, daremos algunas exigencias ma´s pragma´ticas, con el fin de caracterizar e iden-
tificar que´ requisitos mı´nimos se deben tener en cuenta en este efecto, as´ı, para el re´gimen
Hall cua´ntico se exige:
Sistemas electro´nicos bidimensionales.
Campos magne´ticos altos y temperaturas bajas.
Sistemas incompresibles en el l´ımite termodina´mico.
Existencia de desorden en las muestras para la observacio´n de factores de llenado
enteros
Ausencia de desorden para la visualizacio´n de factores de llenado fraccionales
Con estos mı´nimos predicamentos se puede comenzar un estudio riguroso y detallado de
todas las propiedades que ofrece la manifestacio´n cua´ntica del efecto Hall, salvo excepto,
que el tratamiento teo´rico debe ser reconsiderado para el estudio de factores de llenado
fraccionales.
1.5. Observaciones.
La manifestacio´n cua´ntica del efecto Hall, constituyo´ en el mundo de la f´ısica, un nuevo
proceder en el entendimiento del mundo cua´ntico a partir de la observacio´n del mundo
macrosco´pico. Con esta nueva manifestacio´n, tambie´n se logro´ el desarrollo de intere-
santes aplicaciones que actualmente se utilizan en procesos de medidas experimentales.
Entre las ma´s importantes esta´n el ca´lculo de la resistencia y voltaje esta´ndar, es decir
el ca´lculo de h/e2 y h/e. Adema´s, permite calcular la constante de estructura fina y el
coeficiente de arrastre de los resistores esta´ndar [1].
Debe ser claro en este punto, que la cualidad ma´s importante que debe ostentar el re´gi-
men Hall cua´ntico, (entero o´ fraccional) debe ser la incompresibilidad. Ya que, mediante
el ana´lisis de este propiedad es posible sostener la idea de conduccio´n sin disipacio´n en
los plateu, gracias al comportamiento constante del potencial qu´ımico cada vez que el
sistema se encuentra en un factor de llenado entero.
Entre tanto, hemos mostrado que aunque las part´ıculas analizadas en este contexto,
ni poseen, carga fraccional, ni satisfacen una estad´ıstica exo´tica, es posible conseguir
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resultados f´ısicos equivalentes de una manera muy elegante, utilizando un argumento
geome´trico ana´logo al que ostenta el Anio´n. As´ı, en primera medida, la teor´ıa de los
Aniones puede explicar el efecto Hall cua´ntico entero solamente hasta la prueba de la
cuantizacio´n de la resistencia transversal y el estudio cualitativo del proceso de conduc-
cio´n.

Cap´ıtulo 2
El efecto Hall cua´ntico fraccional.
La cualidad ma´s importante del efecto Hall cua´ntico entero son los “plateu”, obtenidos
de la condensacio´n de los niveles de Landau en factores de llenado entero. En 1982 el
mundo de la f´ısica tuvo un nuevo sobresalto cuando Tsui, Gossard y Stomer encontraron
un “plateu”cuya condensacio´n se daba en un factor de llenado ν = 13 . Esta particular
condensacio´n conocida como el efecto “1/3”dio´ indicios de estados electro´nicos cuyo
esp´ın y, au´n ma´s sorprendente, carga ele´ctrica son fraccionales. Actualmente a pesar de la
evidencia experimental y teo´rica de “plateu”con factores de llenado ν = p/q donde q es un
nu´mero impar, dedicaremos este cap´ıtulo al estudio del efecto “1/3”, teniendo en cuenta,
que gracias a esta particular condensacio´n se conoce, hoy por hoy, la versio´n fraccional
del efecto Hall cua´ntico. Adema´s, proyectaremos nuestro plan de trabajo con el objetivo
de mostrar que los argumentos encontrados en la explicacio´n del efecto Hall cua´ntico
fraccional son los propuestos por la teor´ıa de los Aniones, y por consiguiente, como
este efecto proporciona la existencia experimental del Anio´n. Por ende, este cap´ıtulo
estara´ dedicado al ana´lisis de las nuevas caracter´ısticas que posee el efecto Hall cua´ntico
fraccional y mostraremos que es necesario una teor´ıa nueva para explicar los estados
excitados que describen dina´micamente el sistema.
2.1. Magnetotransporte en el l´ımite cua´ntico.
Los esfuerzos experimentales realizados sobre las medidas de Magnetotransporte en los
ochenta tuvieron su ma´s grande logro cuando Tsui, Gossard y Stomer descubrieron un
“plateu”, con la particularidad que se presentaba en un factor de llenado ν = 1/3 [2].
Ma´s expl´ıcitamente, se encontro´ que la resistividad Hall (ρxy) en una muestra de A´stato
de Galio con una corriente de I = 1µA, presento´ un plateu en ν = 1/3, como se muestra
en la figura 2.1. De la misma forma la resistividad longitudinal (ρxx) se encuentra en un
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mı´nimo en el mismo factor.
Figura 2.1: Resistividad Hall (ρxy) y resistividad transversal (ρxx) en funcio´n del
campo magne´tico aplicado, para una muestra de A´stato de Galio dopada con n =
1,23 × 1011/cm2 sometida a una corriente de I = 1µA. Se observa un anulamiento de
las resistividades en ν = 1/3 [2].
Cabe mencionar, que este plateu ocurre en el l´ımite cua´ntico extremo, es decir, sola-
mente los estados de esp´ın polarizado de los niveles de Landau ma´s bajos se mantienen
parcialmente ocupados. Se penso´, en su momento, que la explicacio´n teo´rica de este
factor de llenado se podr´ıa encontrar con los mismos argumentos propuestos desde la
teor´ıa de calibre discutidos en el cap´ıtulo anterior, pero recordemos que la derivacio´n de
la resistividad solamente se da para nu´meros enteros [2, 36].
2.2. El problema de tres electrones bidimensionales en pres-
encia de un campo magne´tico.
Se pretende solucionar la ecuacio´n de Schro¨dinger para tres electrones coexistentes en
un plano, sometidos a un potencial de Coulomb, en presencia de un campo magne´tico
normal a la superficie. Pero, primero observemos el Hamiltoniano de un electro´n en pres-
encia de un campo magne´tico perpendicular, sin tener en cuenta el esp´ın,
Hˆ =
1
2me
(
−i~~∇− e
c
~A
)2
, (2.1)
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trabajaremos con una geometr´ıa semejante a la que se utilizo´ en el cap´ıtulo anterior
(figura 1.5). As´ı, la mejor opcio´n en cuanto al calibre sera´ uno que favorezca la invarianza
rotacional, en este caso invariante bajo rotaciones alrededor del eje z. La mejor opcio´n
es el calibre sime´trico [27]
~A =
1
2
B (yıˆ− xˆ) . (2.2)
Con esto, definimos los operadores de momento covariante [37]
pˆix = −i~∂x + e
c
Ax,
pˆiy = −i~∂y + e
c
Ay,
(2.3)
teniendo en cuenta el calibre sime´trico ec.(2.2), tenemos [37]
pˆix = −i~∂x + ~
2l2B
yˆ,
pˆiy = −i~∂y + ~
2l2B
xˆ,
(2.4)
donde l2B = ~c/eB, es la longitud magne´tica. Estos operadores cumplen la relacio´n:
[pˆix, pˆiy] =
i~2
l2B
. (2.5)
2.2.1. Centros de gu´ıa.
Como el movimiento del electro´n es semejante a una o´rbita (cicloide), es conveniente
definir una coordenada central de movimiento para la o´rbita de ciclotro´n. La coorde-
nada centro de gu´ıa denotada por (X,Y ), consiste de la combinacio´n de la coordenada
correspondiente a la posicio´n de una part´ıcula (x, y) junto con una coordenada relativa
R, cuyas componentes son:
R
(
− c
eB
piy,
c
eB
pix
)
, (2.6)
donde pˆix y pˆiy son los operadores de momento covariante (2.4). Esta coordenada permite
demostrar que efectivamente la o´rbita que describe el electro´n es en efecto una cicloide,
ya que de la solucio´n de las ecuaciones de movimiento se obtienen expresiones armo´nicas
para las componentes de la coordenada [37]. De esta forma, las componentes de la
coordenada de centro de gu´ıa esta´n dadas por:
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Xˆ = xˆ− il2B∂y,
Yˆ = yˆ − il2B∂x,
(2.7)
las cuales cumplen la relacio´n: [
Xˆ, Yˆ
]
= il2B. (2.8)
Entre tanto, la relacio´n existente entre la coordenada de centro de gu´ıa y el operador de
momento covariante se refleja en el conmutador:[
Xˆi, pˆij
]
= 0, (2.9)
donde j e i corren sobre las tres componentes. Observando el conmutador (2.5), junto
con (2.8), se observa no es posible medir simulta´neamente coordenadas de centro de
gu´ıa ni momento conjugado en la o´rbita de movimiento, aunque es posible obtener
informacio´n simulta´nea de momento y posicio´n de centro de gu´ıa. La importancia de la
coordenada centro de gu´ıa es la descomposicio´n del movimiento del electro´n en cada nivel
de Landau. Esto ya que la coordenada centro de gu´ıa es considerada como la coordenada
del baricentro de la o´rbita del electro´n en el nivel, y la funcio´n de la coordenada relativa
ec.(2.6) origina la o´rbita de movimiento. Con esto, la coordenada de centro de gu´ıa
tiene la funcio´n de dictar la dina´mica del electro´n en cada nivel de Landau. De hecho,
un electro´n asciende a un nivel de Landau superior cuando la coordenada relativa es
excitada [37].
La representacio´n anal´ıtica del sistema es proporcionada por los autoestados propios
del Hamiltoniano y la componente z de momento angular. Estos autoestados sera´n en-
contrados a partir de la solucio´n de las ecuaciones de movimiento construidas por las
coordenadas de centro de gu´ıa. Para esto, proponemos una base de kets propios si-
multa´neos {|m,n〉}, donde m es el nu´mero asociado al cuanto de momento angular y n
es el nu´mero cua´ntico energe´tico, el cual, representara´ el nivel n-esimo de Landau.
Para encontrar el espectro de energ´ıa del sistema, formulamos los operadores de creacio´n
y destruccio´n de niveles de energ´ıa aˆ† y aˆ dados por [35]:
aˆ =
lB√
2~
(pˆix + ipˆiy) , aˆ† =
lB√
2~
(pˆix − ipˆiy) . (2.10)
Estos operadores permiten construir la ecuacio´n de valores propios para el autoestado
|m,n〉
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Hˆ|m,n〉 = ~ωc
(
n+
1
2
)
|m,n〉, (2.11)
donde n es el autovalor de aˆ†aˆ, la ecuacio´n (2.11) describe la evolucio´n energe´tica del
sistema. La ecuacio´n de movimiento para la componente z de momento angular, se
construye teniendo en cuenta
Lˆz = xˆpˆy − yˆpˆx. (2.12)
Utilizando las expresiones (2.4) y (2.7), se sigue que [37]
Lˆz =
eB
2c
(
Xˆ2 + Yˆ 2
)
− 2c
eB
(
pˆi2x + pˆi
2
y
)
. (2.13)
Si definimos de igual manera, los operadores de creacio´n y destruccio´n del operador
posicio´n [37]:
bˆ† =
1√
2l2B
(
Xˆ + iYˆ
)
, bˆ =
1√
2l2B
(
Xˆ − iYˆ
)
. (2.14)
El operador de momento angular (2.13) en funcio´n de estos operadores se puede expresar
como
Lˆz = ~
(
bˆ†bˆ− aˆ†aˆ
)
, (2.15)
con lo cual la ecuacio´n de valores propios es:
Lˆz|m,n〉 = ~
(
bˆ†bˆ− aˆ†aˆ
)
|m,n〉
= ~ (m− n) |m,n〉,
(2.16)
donde m es el autovalor bˆ†bˆ. Para encontrar la funcio´n de onda en cualquier estado
|m,n〉, expresemos los operadores de creacio´n y destruccio´n (2.10), (2.14) por medio del
operador de posicio´n compleja:
zˆ = xˆ+ iyˆ, zˆ∗ = xˆ− iyˆ,
∂z = ∂x − i∂y, ∂z∗ = ∂x + i∂y,
(2.17)
de tal manera, que estos operadores toman la forma
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aˆ = − il
2
B√
2
(
∂z¯ +
z
4l2B
)
, aˆ† =
il2B√
2
(
−∂z + z¯
4l2B
)
, (2.18)
bˆ = − 1√
2l2B
(
l2B∂z +
1
4
z¯
)
, bˆ† =
1√
2l2B
(
−l2B∂z¯ +
1
4
z
)
. (2.19)
En el estado ma´s bajo de energ´ıa y momento angular se debe cumplir que
Hˆ|0, 0〉 = 1
2
~ωc|0, 0〉,
Lˆz|0, 0〉 = 0|0, 0〉.
(2.20)
Adema´s, debe satisfacer
aˆ|0, 0〉 = 0,
bˆ|0, 0〉 = 0.
(2.21)
Proyectando en la base compleja y solucionando las ecuaciones diferenciales, la funcio´n
de onda del estado fundamental simultaneo esta´ dada por:
ϕ00 (z, z
∗) = f(z∗) exp
(
−zz
∗
4l2B
)
. (2.22)
Aqu´ı f(z∗) debe ser una funcio´n anal´ıtica,1 de ah´ı que la u´nica posibilidad sea que f(z∗)
sea una constante. Para encontrar esta constante utilizamos el hecho de que el producto
interior de la funcio´n de onda debe ser igual a la unidad, es decir,
1 =
∮
dz
(
ϕ00 (z, z
∗)
)∗
ϕ00 (z, z
∗) , (2.23)
reemplazando (2.22) se obtiene
f(z∗) =
1√
2pil2B
, (2.24)
con lo cual la funcio´n de onda del estado fundamental es:
1En funciones de variable compleja, se define una funcio´n anal´ıtica como aquella funcio´n que posee
una u´nica derivada en cada punto de la regio´n donde se define la funcio´n. Esto implica por ejemplo, que
no depende de z∗ [38].
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ϕ00 (z, z
∗) =
1√
2pil2B
exp
(
−zz
∗
4l2B
)
. (2.25)
Para encontrar el estado general, aplicamos sucesivamente los operadores de creacio´n
aˆ†, bˆ† al estado fundamental:
ϕnm (z, z
∗) := |m,n〉 = 1√
(2l2B)
n+m+1pim!n!
(
bˆ†
)m (
aˆ†
)n
exp
(
−|z|
2
4l2B
)
. (2.26)
Observando las ecuaciones (2.11), (2.16), podemos identificar que esta funcio´n posee un
valor propio de momento angular ~(m−n) y un autovalor de energ´ıa ~ωc (n+ 1/2). Para
efectos de ca´lculo los operadores de creacio´n de posicio´n y momento pueden ser escrito
en la forma [39]:
aˆ† = exp
( |z|2
2l2B
)
∂
∂z¯
exp
(
−|z|
2
2l2B
)
,
bˆ† = exp
( |z|2
2l2B
)
∂
∂z
exp
(
−|z|
2
2l2B
)
,
(2.27)
de tal manera que
(
bˆ†
)m (
aˆ†
)n
= exp
( |z|2
4l2B
)(
∂
∂z
)m( ∂
∂z¯
)n
exp
(
−|z|
2
2l2B
)
, (2.28)
y el estado general esta´ dado por [3]:
|m,n〉 = 1√
(2l2B)
n+m+1pim!n!
exp
( |z|2
4l2B
)
(∂x − i∂y)m (∂x + i∂y)n exp
(
−|z|
2
2l2B
)
. (2.29)
Como nuestro objetivo es el estudio del efecto “1/3”, necesitamos restringir el estado
general solamente para los niveles ma´s bajos de Landau, es decir, estados con diferente
valor de momento angular m, limitados exclusivamente en el nivel de energ´ıa fundamen-
tal (n = 0). Con esto en mente, los estados ma´s bajos de Landau tienen la forma:
|m〉 := |m, 0〉 = 1√
(2l2B)
m+1pim!
zm exp
(−|z|2
4l2B
)
. (2.30)
Estos estados poseen un valor de momento angular ~m y describen o´rbitas de ciclotro´n
de radio r =
√
2m, debido a que se cumple que [3]
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〈m|r2|m〉 = 2(m+ 1). (2.31)
Para el inverso del radio tenemos〈
m
∣∣∣∣1r
∣∣∣∣m〉 = (2m)!22m+1(m!)2√2pi. (2.32)
El ca´lculo detallado de estos valores esperados se muestra en el ape´ndice B
2.2.2. El comportamiento radial.
Ya analizado el problema de un electro´n, observemos como es la imagen f´ısica de dos
y tres electrones. En presencia de dos o ma´s electrones el campo magne´tico hace que
la repulsio´n sentida por ellos debido a la fuerza de Coulomb se anule. En cambio, el
campo magne´tico lleva a los electrones a orbitar alrededor de su centro de masa [3]. El
Hamiltoniano para dos electrones interactuando por un potencial Coulombiano es:
Hˆ =
1
2me
(
−i~ ~∇1 − e
c
~A1
)2
+
1
2me
(
−i~ ~∇2 − e
c
~A2
)2
+
e2
r12
. (2.33)
Definiendo las coordenadas de centro de masa y movimiento relativo
zCM =
z1 + z2
2
zint =
z1 − z2√
2
, (2.34)
donde z1y z2 son las posiciones complejas de los dos electrones en el plano. Aqu´ı, de-
jaremos de lado el ana´lisis del comportamiento del movimiento alrededor del centro de
masa, ya que como veremos posteriormente el movimiento del centro de masa se compor-
ta como una part´ıcula libre, por tanto, no agrega nada nuevo a la dina´mica del sistema.
El Hamiltoniano para la parte relativa esta dado por
Hˆint =
1
2me
(
−i~~∇int − e
c
~Aint
)2
+
e2√
2rint
. (2.35)
Trabajando en coordenadas polares (r, φ), se necesitara´ solamente solucionar el com-
portamiento radial, esto ya que, el potencial Coulombiano conserva la componente de
momento angular en z, es decir, se cumple que[
Lˆz, Vˆ
]
= 0, (2.36)
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donde Vˆ = e2/
√
2rint. Proponemos entonces una solucio´n ϕ(x, y) = R(r)e
iφ, de tal
forma que la ecuacio´n de valores propios para el problema interno es, teniendo en cuenta
que x+ iy = eiφ
− 1
2
(
d2R
dr2
+
1
r
dR
dr
− m
2
e
r2
)
− me
2
R+
r2
8
R+
e2√
2r
R = ER. (2.37)
Aqu´ı E es el valor propio de energ´ıa. Esta, es la ecuacio´n radial de un oscilador bidimen-
sional el cual posee un te´rmino repulsivo e2/
√
2r. Si se considera que el te´rmino repulsivo
es de´bil, los estados de la ecuacio´n (2.37) pueden ser aproximados al comportamiento
que ostenta una part´ıcula libre, con lo cual los estados de Landau ma´s bajos para el
problema de dos electrones interactuantes se pueden escribir en la forma
Hˆint|m〉 u
(
Eint +
1
2
)
|m〉, (2.38)
donde
Eint =
e2√
2lB
〈
m
∣∣∣∣1r
∣∣∣∣m〉 . (2.39)
El valor esperado de la energ´ıa (2.39) posee la forma descrita en (2.32). Bajo esta consid-
eracio´n, Robert Laughlin [3] logro´ demostrar que efectivamente la solucio´n del problema
radial interno del Hamiltoniano (2.35) son estados de part´ıcula libre, de hecho, com-
paro´ la solucio´n obtenida con la solucio´n conocida para una part´ıcula libre como se
muestra en la figura 2.2, adema´s, indico´ que esta aproximacio´n es bastante buena cuan-
do m aumenta. Esto permitio´ entender la imagen de dos part´ıculas orbitando alrededor
de su centro de masa a una distancia r, pero, posee una energ´ıa de ligadura −e2/r y no
se entiende como un te´rmino repulsivo.
Restringir la funcio´n de onda solamente para los niveles de Landau ma´s bajos, nos hace
concluir lo siguiente:
El problema efectivo de un cuerpo, es decir, el problema de dos electrones interac-
tuantes, es entendido como el problema de una part´ıcula libre y estas soluciones
diagonalizan Hint [3].
El te´rmino Coulombiano, en esta imagen, se entiende como una fuerza de ligadura
entre los electrones producida por el campo magne´tico. Esto permite que el ana´lisis
del problema se pueda realizar en semejanza al de una part´ıcula libre.
Teniendo en cuenta las anteriores afirmaciones, es posible entender el problema
efectivo de un cuerpo como el problema de cero cuerpos (part´ıculas libres). As´ı,
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el problema de tres electrones interactuantes se reduce a la solucio´n del problema
efectivo de un cuerpo, de ah´ı, que sea fa´cil solucionarlo.
Figura 2.2: Comparacio´n grafica entre la solucio´n del problema radial al problema
efectivo de un electro´n (l´ınea solida) y la solucio´n del problema de una part´ıcula libre
(l´ınea punteada). Se encontro´ una diferencia del 20 % en los picos de las soluciones y
un 7 % en el valor de la energ´ıa. La aproximacio´n es mejor cuanto ma´s se aumenta m
[3].
Anal´ıticamente, los niveles de Landau ma´s bajos para el problema de dos electrones
interactuantes surgen de estados independientes correspondientes a la parte relativa y
el centro de masa, esto ya que, el Hamiltoniano total del sistema es escrito en la forma
HˆTot = Hˆint + HˆCM , (2.40)
con esto, la solucio´n ma´s general para el Hamiltoniano total viene dado por el producto
tensorial de los estados de Landau ma´s bajos en la parte relativa y el centro de masa,
es decir,
|LLL〉Tot = |LLL〉int ⊗ |LLL〉CM . (2.41)
Para encontrar los estados ma´s bajos de Landau en cada subespacio se puede realizar
un proceso similar al desarrollado en la solucio´n de la ecuacio´n de movimiento para un
electro´n (2.1). Para esto simplemente se deben definir las coordenadas centro de gu´ıa.
En este contexto, las componentes de la coordenada centro de gu´ıa toman la forma:
Xˆ =
1
2
xˆ− il
2
B
2
∂y,
Yˆ =
1
2
yˆ − il
2
B
2
∂x,
(2.42)
con las cuales es posible construir operadores de creacio´n y destruccio´n de energ´ıa y
momento angular semejantes a los definidos por la ecuaciones (2.18), (2.19), de tal
suerte que los estados asociados a cada subespacio poseen la forma (2.30), salvo excepto
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que la posicio´n compleja es redefinida, teniendo en cuenta que en cada subespacio los
electrones se comportan como problemas efectivos de part´ıculas libres. As´ı, los niveles
de Landau ma´s bajos para el problema de dos electrones interactuantes denotados por
|m, p〉 se pueden escribir como:
|m, p〉 = 1√
(2l2B)
m+p+1pim!p!
zmintz
p
CM exp
(
− 1
4l2B
(|zint|2 + |zCM |2)) , (2.43)
en funcio´n de las posiciones de los electrones tenemos que
|m, p〉 = 1√
(2l2B)
m+p+1pim!p!
(z1 − z2)m(z1 + z2)p exp
(
− 1
4l2B
(|z1|2 + |z2|2)) , (2.44)
aqu´ı, m representa el estado de momento angular para la parte relativa, mientras que p
es el nivel de momento asociado al centro de masa.
2.2.3. El problema de tres electrones.
Concluido esto es hora de analizar el problema de los tres electrones. Este problema es
descrito por el Hamiltoniano sin esp´ın
Hˆ =
1
2me
(
−i~~∇1 − e
c
~A1
)2
+
1
2me
(
−i~~∇2 − e
c
~A2
)2
+
1
2me
(
−i~~∇3 − e
c
~A3
)2
+
e2
r12
+
e2
r23
+
e2
r13
,
(2.45)
realizando la transformacio´n de coordenadas
z¯ =
z1 + z2 + z3
3
,
za =
(
2
3
)1/2((z1 + z2
2
− z3
))
,
zb =
1√
2
(z1 − z2) ,
(2.46)
y nuevamente, utilizando el hecho que el centro de masa del problema se comporta como
una part´ıcula libre, el Hamiltoniano interno del problema es
Hˆint =
1
2me
(
−i~~∇a − e
c
~Aa
)2
+
1
2me
(
−i~~∇b − e
c
~Ab
)2
+
e2√
2
 1
|zb| +
1∣∣∣−12zb + √32 za∣∣∣ +
1∣∣∣−12zb − √32 za∣∣∣
 , (2.47)
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cuya solucio´n es dada por el conjunto de funciones [3]:
|m, p〉 = 1√
(2l2B)
4p+6m+1pi2(3m+ p)!p!
(
(za + izb)
3m − (za − izb)3m
2i
)
(z2a + z
2
b )
p exp
(
− 1
4l2B
(|za|2 + |zb|2)) .
(2.48)
Estas funciones poseen un valor propio M = 3m + 2p de componente z de momento
angular total [3], igualmente, m y p son los valores de momento angular del problema
relativo y centro de masa respectivamente. Adema´s, es una funcio´n antisime´trica en zb.
La prueba de ortonormalidad para este conjunto de funciones se describe en detalle en
el ape´ndice B.
2.3. Incompresibilidad en factores de llenado fraccional.
Considerando que el te´rmino repulsivo es entendido como una energ´ıa de ligadura que
hace que los electrones no experimenten repulsio´n, si no en vez de eso, orbitan alrededor
de su centro de masa, se puede evaluar el valor esperado (2.32) para zb en la manera [3]
〈
m
∣∣∣∣ 1zb
∣∣∣∣m〉 = 12m
(
2pi
(3m+ n)!(3m′ + n′)!n!n′!
)1/2
M∑
k=1
a
(m,n)
k a
(m′,n′)∗
k
(
(2K)!(M − k)!
22kk!
)
, (2.49)
pero debido a que el potencial conserva el momento angular, solamente, es indispensable
evaluar los elementos de la matriz de Coulomb (2.49) para estados que tengan el mis-
mo momento angular M . Con esto, Laughlin [3] demostro´ que los valores de la matriz
de Coulomb eran degenerados en momento angular y que en los estados ma´s bajos de
Landau la densidad de dejeneramiento aproximada es de 1/3.
Para evaluar si el sistema es incompresible, se analiza que´ le sucede a los estados de
o´rbitas de ciclotro´n cuyos valores de energ´ıa de ligadura dadas por (2.49) se someten a
un potencial de la forma [3]
V =
α
2
(|z1|2 + |z2|2 + |z3|2)
=
3
2
α|z¯|2 + α
2
(|za|2 + |zb|2) , (2.50)
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Figura 2.3: Grafica de momento angular y a´rea efectiva para el estado fundamental
en funcio´n del inverso de la presio´n. Se observa discontinuidades en ambas cantidades
u´nicamente en mu´ltiplos enteros de tres [3].
donde α es la presio´n. El efecto del potencial sobre los estados se refleja en su valor
esperado [3] 〈
m,n
∣∣∣α
2
(|za|2 + |zb|2)∣∣∣m′, n′〉 = δnn′δmm′α(M + 2), (2.51)
aqu´ı se ha tenido en cuenta el valor esperado (2.31) para los radios efectivos. Con base
en esto, Laughlin ca´lculo la dependencia del momento angular total y del a´rea efectiva
para el sistema de tres part´ıculas interactuantes con respecto del aumento de la presio´n.
En la figura 2.3 se muestra la grafica del momento angular para los niveles ma´s bajos de
Landau en funcio´n del inverso de la presio´n. Se observa discontinuidades en mu´ltiplos
enteros de tres, lo cual sostiene la asercio´n de un factor de llenado fraccional. Adema´s,
se muestra el a´rea cuadra´tica efectiva de la tres part´ıculas, que igualmente, muestra
discontinuidades cuando el momento angular se encuentra en un mu´ltiplo entero de tres.
El a´rea es construida mediante el operador [3]
A =
1
2
((
z1 + z2
2
− z3
)
(z1 − z2)∗
)
=
√
3
4i
(zaz
∗
b − zbz∗a) ,
(2.52)
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Que se puede interpretar como el a´rea de un tria´ngulo cuyos ve´rtices esta´n en z1, z2 y
z3. El valor esperado para este operador es [3]
〈
m,n
∣∣A2∣∣m′, n′〉 = δmm′δnn′ 3
4
(
(3m)2 +M + 2
)
, (2.53)
esto nos lleva a concluir que el sistema debe comportarse como un sistema incompre-
sible,2 es decir, valores finitos de energ´ıa entre estados de momento angular, los cuales
coexisten en los niveles de Landau ma´s bajos, conllevando nuevamente a la conduccio´n
sin pe´rdida de energ´ıa para cada factor de llenado fraccional, en este caso ν = 1/3.
2.4. Generalizacio´n para N part´ıculas.
Para este caso, el Hamiltoniano de muchos cuerpos esta dado por:
Hˆ =
1
2me
∑
i
(
−i~~∇i − e
c
~Ai
)2
+ V (zi) +
∑
i<j
e2
|zi − zj | , (2.54)
donde i y j suman alrededor de las N part´ıculas y V (zi) es un potencial generado por
un fondo uniforme neutralizante [4]. El objetivo ahora es el de obtener la funcio´n de
onda que describe el comportamiento dina´mico de las N part´ıculas, la mejor opcio´n
para proponer la funcio´n de onda de ensayo es el me´todo variacional.
El me´todo variacional es una herramienta u´til para encontrar la funcio´n de onda y el
valor de la energ´ıa del estado fundamental cuando las ecuaciones de movimiento no son
fa´cilmente resolubles. El objetivo del me´todo es proponer una funcio´n de onda de ensayo
|ϕx〉 construida a partir del conocimiento que se tiene sobre el sistema de estudio. Si la
funcio´n de onda propuesta corresponde al estado fundamental se puede calcular el valor
esperado de la energ´ıa en la forma
E[ϕx] =
〈ϕx|Hˆ|ϕx〉
〈ϕx|ϕx〉 , (2.55)
que si corresponde en efecto al estado fundamental se debe cumplir una cota mı´nima
E[ϕx] ≤ E0, (2.56)
2Termodina´micamente, la incompresibilidad en un sistema bidimensional se define como el decremento
del a´rea relativa por unidad de aumento de la presio´n [29].
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aqu´ı E0 es el valor exacto de la energ´ıa del estado fundamental. El valor de energ´ıa
E[ϕx] se encuentra minimizando la funcio´n de onda con respecto a un para´metro varia-
cional. As´ı, con el conocimiento adquirido de nuestro sistema, el caso generalizado de
N part´ıculas es descrito por una funcio´n de onda de ensayo, la cual cumple mı´nimo las
siguientes condiciones:
Esta funcio´n debe estar compuesta en su totalidad de funciones de onda que co-
existan en los niveles de Landau ma´s bajos.
Estas funciones describen o´rbitas de ciclotro´n alrededor de sus respectivos centros
de masa.
La funcio´n es construida exclusivamente de part´ıculas ide´nticas, adema´s, estos
estados deben ser de esp´ın polarizado.
Con estos requisitos mı´nimos podr´ıamos erigir una funcio´n de ensayo, pero, teniendo en
cuenta los argumentos desarrollados en las secciones anteriores, la funcio´n debe cumplir:
Bajo intercambio de part´ıculas, la funcio´n de onda debe ser antisime´trica.
Debe ser autoestado de la componente de momento angular en direccio´n z.
El te´rmino Coulombiano es interpretado como una energ´ıa de ligadura entre los
electrones, y en el l´ımite termodina´mico, las part´ıculas ligadas a estas energ´ıas se
comportan como part´ıculas libres.
Con base en esto Laughlin propuso una funcio´n de onda de ensayo para el estado fun-
damental como el producto de funciones Jastrow en la manera [4]:
ϕm =
∏
i<j
f(zi − zj)
 exp(− 1
4l2B
∑
i
|zi|2
)
. (2.57)
Y como es una funcio´n de onda variacional, la idea es minimizar la energ´ıa con respecto
a f(zi − zj). Por el momento, de la condicio´n de antisimetr´ıa, se puede afirmar que
f(zi−zj) debe ser una funcio´n polinomial impar, y au´n ma´s, el grado del polinomio debe
ser efectivamente, el momento angular total de la funcio´n. De esta manera, f(zi− zj) =
(zi − zj)m, con m impar. El argumento (zi − zj)m puede ser obtenido del determinante
de Slater para N part´ıculas [40]. De ah´ı, m sera´ nuestro para´metro variacional y nuestro
objetivo ahora es encontrar cual m minimiza la energ´ıa. Con esto, la funcio´n de onda de
Laughlin, tiene la siguiente forma:
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ϕm =
∏
i<j
(zi − zj)m exp
(
− 1
4l2B
∑
i
|zi|2
)
. (2.58)
La funcio´n de onda para N part´ıculas en el estado ma´s bajo de Landau se puede escribir
en la forma
ϕ(z1, z2, · · · zn) = 1√
N !
∑
σ∈SN
(σ)
N∏
i=1
ϕi(zi) =
1√
N !
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(z1) ϕ1(z2) · · · ϕ1(zN )
ϕ2(z1) ϕ2(z2) · · · ϕ2(zN )
...
... · · · ...
ϕN (z1) ϕN (z2) · · · ϕN (zN )
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
(2.59)
aqu´ı la sumatoria de (σ) se realiza sobre los ı´ndices de las multiplicaciones ±1 del
grupo de permutaciones SN , adema´s, el sub´ındice i de la funcio´n de onda representa el
nu´mero de ocupacio´n del N–esimo nivel de Landau ma´s bajo. La forma anal´ıtica de las
funciones para cada posicio´n ostenta la forma (2.25). La resolucio´n del determinante de
Slater permite que la funcio´n de onda generalizada satisfaga la condicio´n de antisimetr´ıa
[41].
Utilizando la forma expl´ıcita de la funcio´n de onda del nivel de Landau ma´s bajo para
cada part´ıcula zi, la funcio´n de onda toma la forma, con la constante de normalizacio´n
igual a uno
ϕ(z1, z2, · · · zn) =
∑
σ∈SN
(σ)
N∏
i=1
z
mσ(i)−m1
i exp
(∑
i
|zi|2
)
, (2.60)
el primer te´rmino es conocido como el determinante de Vandermonde [38]. Este deter-
minante matricialmente posee la forma
V anm−m1 =
∑
σ∈SN
(σ)
N∏
i=1
z
mσ(i)−m1
i =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 zm2−m11 · · · zmN−m11
1 zm2−m12 · · · zmN−m12
...
... · · · ...
1 zm2−m1N · · · zmN−m1N
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i<j
(zi − zj),
(2.61)
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de tal manera, que el estado compuesto de las N part´ıculas es
ϕ(z1, z2, · · · zn) =
∏
i<j
(zi − zj) exp
(∑
i
|zi|2
)
. (2.62)
Esta funcio´n posee la misma forma, que la funcio´n de onda variacional (2.58), salvo
excepto, que aqu´ı m = 1. As´ı, podemos entender la funcio´n de onda de Laughlin como
una generalizacio´n para cualquier valor de momento m que existe en los niveles de
Landau ma´s bajos.
Por u´ltimo, el momento angular de este estado es dado como la suma del valor propio
asociado a cada subespacio de las N part´ıculas individuales, es decir,
LTOTz = (Lz)1 ⊗ (1)2 ⊗ · · · ⊗ (1)N+
(1)1 ⊗ (Lz)2 ⊗ (1)3 · · · ⊗ (1)N+
(1)1 ⊗ (1)2 ⊗ (1)3 · · · ⊗ (Lz)N ,
(2.63)
aqu´ı el sub´ındice sobre el operador de momento angular suma sobre todas las part´ıculas
en el sistema. Con lo cual, el momento angular total es
LTOTz =
N∑
j=1
(Lz)N , (2.64)
de tal manera, que actuando sobre el estado compuesto tenemos
LTOTz ϕm(z1, z2, · · · zn) =
1√
N !
∑
σ∈SN
(σ)
N∑
j=1
(Lz)N
N∏
i=1
ϕi(zi)
=
~√
N !
N∑
j=1
mjϕm(z1, z2, · · · zn).
(2.65)
As´ı, el valor propio de momento angular es
mTOT =
1√
N !
N∑
j=1
mj . (2.66)
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2.4.1. Analog´ıa con el plasma.
Intuitivamente, podr´ıamos seguir los pasos mencionados en el me´todo variacional para
encontrar el valor del para´metro variacional m, calculando el valor de la energ´ıa y min-
imiza´ndolo con respecto de este para´metro, de tal forma, que al sustituir este valor, la
funcio´n de onda corresponda en efecto, al estado fundamental. Sin embargo, es posi-
ble hallar el valor de m que minimiza la energ´ıa utilizando el concepto de densidad de
probabilidad.
La densidad de probabilidad para la funcio´n de onda de ensayo del estado fundamental
esta´ dada por:
|ϕm|2 =
∣∣∣∣∣∣
∏
i<j
(zi − zj)m exp
(
− 1
4l2B
∑
i
|zi|2
)∣∣∣∣∣∣
2
, (2.67)
reexpresando esta densidad, el cuadrado de la funcio´n de onda de Laughlin puede es-
cribirse como
|ϕm|2 = exp (−βU) , (2.68)
donde β = 1/m. Aqu´ı, U es interpretada como la energ´ıa potencial cla´sica del sistema
dada por [4]
U = −2m2
∑
i<j
ln |zi − zj |+ 1
2
m
∑
i
|zi|2, (2.69)
por tanto, el cuadrado de la funcio´n de onda es considerada como la funcio´n de particio´n
de un sistema mecano–estad´ıstico cla´sico, cuyo peso es precisamente el exponencial de
la energ´ıa potencial. Laughlin propuso una interesante forma de obtener el valor del
para´metro variacional m, a partir de la comparacio´n entre la energ´ıa potencial del en-
samble (2.69) y la energ´ıa potencial del plasma bidimensional de una componente cla´sica,
el cual anal´ıticamente tiene la forma [4, 25, 35, 34]:
UPlasma = 2q
2
∑
i<j
ln |zi − zj |+ piρˆq
∑
i
|zi|2. (2.70)
El primer te´rmino corresponde a la interaccio´n Coulombiana entre las part´ıculas y viene
del hecho de que los electrones se distribuyen en una manera semejante a una varilla
infinitamente larga, por eso el factor logar´ıtmico. El segundo te´rmino es precisamente la
energ´ıa de interaccio´n de las part´ıculas en el plasma con el fondo neutralizante. Aqu´ı, ρˆ
Cap´ıtulo 2 El efecto Hall cua´ntico fraccional. 35
es la densidad de este fondo que para nuestro sistema tiene la forma [27, 25, 35]:
ρˆ =
1
2piml2B
. (2.71)
La forma anal´ıtica de esta energ´ıa de interaccio´n con el fondo es la misma que debe tener
el potencial del fondo neutralizante en el Hamiltoniano de muchos cuerpos ec.(2.54)
para nuestro sistema. Comparando las ecuaciones (2.69) y (2.70), nuestro sistema de N
electrones interactuantes se puede considerar como un plasma de N part´ıculas cuya carga
es q = m. Como nuestro objetivo es minimizar la energ´ıa, la u´nica posibilidad para que
en nuestro sistema ocurra esto, es cuando las part´ıculas se extiendan uniformemente, de
tal manera que, la densidad de carga de las part´ıculas es exactamente igual a la densidad
del fondo neutralizante (2.71). Teniendo en cuenta lo anterior, si igualamos la densidad
del fondo neutralizante junto con la densidad electro´nica del sistema dada por:
ρ =
ν
2pil2B
, (2.72)
Vemos, entonces, que la energ´ıa es mı´nima cuando se cumple que el factor de llenado
sea:
ν =
1
m
. (2.73)
Demostrando efectivamente que la funcio´n de onda de Laughlin corresponde al estado
fundamental del Hamiltoniano (2.54), cuando el factor de llenado es fraccional.
2.5. Ca´lculos variacionales.
Ya obtenida, la funcio´n de onda del estado fundamental para N part´ıculas, podemos
comprobar si en efecto, esta suposicio´n variacional puede considerarse en buena medida
como el estado que describe dina´micamente el efecto Hall cua´ntico fraccionario. Para
esto, hemos evaluado nume´ricamente la funcio´n de onda variacional (2.58) para el caso
de tres part´ıculas (N = 3), la solucio´n exacta (2.48) y se han comparado.
La evaluacio´n consiste de crear una red de n puntos en el plano complejo, con la idea, de
que cada punto corresponda a la posicio´n de una part´ıcula. Luego, evaluamos la funcio´n
de onda variacional y exacta para todas las posibles combinaciones entre grupos de tres
puntos. Aqu´ı, hay que tener en cuenta que nos es posible evaluar puntos comunes, es
decir, no es posible evaluar ϕ(z1, z1, z1) debido al principio de exclusio´n de Pauli. De
ah´ı, la restriccio´n impuesta en el ca´lculo es zi < zj < zk. La comparacio´n consiste en
proyectar la funcio´n de onda de ensayo sobre la funcio´n de onda exacta, de tal manera
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que, si la funcio´n de onda variacional corresponde al estado fundamental el producto
interior debe ser igual a la unidad, expl´ıcitamente la comparacio´n esta´ expresada como
[4]:
p =
〈ϕm|φm〉√〈ϕm|ϕm〉〈φm|φm〉 , (2.74)
que en nuestro sistema es
p =
∫ ∫ ∫
ϕ∗mφmdz1dz2dz3∫ ∫ ∫ |ϕm|2dz1dz2dz3 ∫ ∫ ∫ |φm|2dz1dz2dz3 . (2.75)
Es importante mencionar que no se ha tenido en cuenta la constante de normalizacio´n
en la funcio´n de onda exacta (2.48), en vez de eso, se normaliza la funcio´n en cada
evaluacio´n. Adema´s, se debe comentar que la comparacio´n realizada es hecha con la
solucio´n exacta para un potencial Coulombiano, pero en general, la funcio´n de onda
variacional puede ser comparada con las soluciones para cualquier potencial.
En esta evaluacio´n las funciones de onda poseen un valor de momento angular 3m, de
hecho, no es tenido en cuenta el momento de centro de masa en la solucio´n exacta. El
resultado de la evaluacio´n muestra que en efecto las proyecciones para diferentes valores
de m dan como resultado la unidad. La comparacio´n se ha realizado en n = 3, n = 5,
n = 10 y n = 20. Tambie´n, es importante comentar que algunas evaluaciones dan como
resultado la unidad pero con signo negativo, esto en diferentes m, este signo se puede
asociar a fases adquiridas en las evaluaciones.
Finalmente de los resultados obtenidos en la evaluacio´n, se puede concluir que en efecto
la funcio´n de onda de Laughlin se puede considerar como la funcio´n de onda que describe
dina´micamente el efecto Hall cua´ntico fraccionario.
El ca´lculo se realizo en Mathematica trabajando con un precisio´n y tolerancia en las
integrales de l´ınea junto con las evaluaciones de las funciones de onda de veinte decimales.
2.6. Estados excitados.
Teniendo ya el estado fundamental que describe la dina´mica de los N electrones inter-
actuantes en presencia de un campo magne´tico, y validada la suposicio´n de que estos
estados poseen factores de llenado fraccional, es momento de generar las excitaciones
elementales de este estado, es decir, crear un cuasiagujero y un cuasielectro´n.
Es importante comprender que las excitaciones elementales (cuasiagujero, cuasielectro´n)
no son part´ıculas individuales, en vez de eso, estas excitaciones son el resultado del
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desplazamiento de la densidad de carga, tal que, el exceso se considera como la carga
de la excitacio´n [27]. As´ı, para crear una excitacio´n es necesario introducir un de´ficit de
carga. El exceso de carga puede crearse insertando en el sistema un flujo magne´tico Φ
Aqu´ı, nuevamente es indispensable la geometr´ıa que posee un Anio´n (figura 1.5). Comen-
zaremos insertando un flujo cua´ntico Φ = qΦ0, donde q comienza en cero y termina en
uno, de tal manera que al final del proceso el ma´ximo flujo insertado es Φ0 = hc/e.
Advertimos nuevamente, como en cap´ıtulo 1, que la insercio´n del flujo es adiaba´tica
en todo el proceso. Cuando q = 1, es decir cuando termina el proceso de insercio´n del
flujo, los estados individuales de los niveles de Landau ma´s bajos han adquirido una
fase. Esta fase nuevamente es la fase de Aharonov–Bohm, α = 2pi [30], esta fase hace
que los estados individuales adquieran una unidad ma´s de momento angular, es decir
[27, 25, 35, 34],
zmi e
− 1
4l2
B
|z2i | −→ zm+1i e
− 1
4l2
B
|z2i |
. (2.76)
En este punto una pregunta interesante es ¿Que´ sucede con los valores de energ´ıa de los
estados ma´s bajos de Landau? Se podr´ıa pensar que la fase agregada, la cual viene de una
transformacio´n de calibre realizada sobre el potencial vectorial, cambia los autovalores de
energ´ıa. Pero, para mantener el valor propio de energ´ıa inalterado, se puede recalibrar
nuevamente el Hamiltoniano. En realidad experimentalmente no es posible [34]. Por
tanto, despue´s de agregada la fase, el nuevo estado posee un valor de energ´ıa diferente, y
existe ahora, un nuevo estado en m = 0. Si se remueve el flujo cua´ntico el estado m = 0
desaparece. Esto nos hace pensar que la funcio´n del flujo cua´ntico es la de aumentar o
disminuir el valor del momento angular m. Adema´s, el aumento y decremento del valor
del momento angular implica que en el proceso de transferencia del estado m al estado
m+ 1, o´ viceversa, implica una transferencia de energ´ıa, esto sostiene la idea de que el
sistema sea incompresible, y que´ estos estados corresponden a las excitaciones que se
quieren crear en el sistema.
Como se menciono antes, las excitaciones elementales son el resultado de la creacio´n
de un exceso de carga. Para calcular esta carga nos valemos de la ley de induccio´n
de Faraday. Debido, a que la variacio´n temporal del flujo cua´ntico debe generar en el
sistema un campo ele´ctrico azimutal como se muestra en la figura 2.4, expl´ıcitamente∮
C
d~l · ~E = −1
c
dΦ
dt
. (2.77)
Aqu´ı, Eˆ es el campo ele´ctrico azimutal creado por el flujo cua´ntico. Como el sistema es
incompresible, la conduccio´n sin disipacio´n es favorable, esto hace que las componentes
diagonales del tensor de conductividad y resistividad sean nulas, adema´s, el campo
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Figura 2.4: Construccio´n de una cuasipart´ıcula por medio del estado de Laughlin. El
cambio temporal del flujo cua´ntico genera un campo ele´ctrico azimutal, el cual, crea una
corriente radial. Al final del proceso de insercio´n del flujo, adiaba´ticamente, la carga νe
fluye hacia el interior (o´ exterior) de la regio´n, dependiendo del signo [25].
ele´ctrico azimutal crea una densidad de corriente, tal que, este campo se puede escribir
como
~E = ρxy ~J × ~z, (2.78)
aqu´ı ~J es la corriente radial de los electrones. Con esto, la expresio´n (2.77) se convierte
en
ρxy
∮
c
~J(~z × d~l) = −1
c
dΦ
dt
, (2.79)
la integral alrededor de todo el contorno da la corriente total que circula sobre la ge-
ometr´ıa, as´ı,
ρxy
dq
dt
= −1
2
dΦ
dt
. (2.80)
Cuando el proceso termina, es decir, cuando Φ = Φ0 el de´ficit de carga en el sistema es
q =
~
c
σxy. (2.81)
Pero, como σxy = νe
2/~ tenemos3 [25]
q = νe. (2.82)
3Aqu´ı, debe ser claro que la resistividad del sistema se puede escribir en la misma forma ana´litica
encontrada en el cap´ıtulo anterior. Lo unico que cambia es que el factor de llenado ν puede ser tamb´ıen
un nu´mero fraccional.
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As´ı, la carga transportada por las excitaciones es fraccional, debido a la existencia ν como
un nu´mero fraccionario. Este de´ficit de carga es el correspondiente a las excitaciones
elementales del sistema. Para diferenciar cua´l de estas es cuasiagujero o cuasielectro´n,
se proponen expresiones anal´ıticas para cada una de estas excitaciones, con la u´nica
diferencia que el de´ficit de carga es positivo (cuasiagujero) o negativo (cuasielectro´n).
La expresio´n para el cuasiagujero es [4]:
ϕ+m = exp
(
− 1
4l2B
∑
i
|zi|2
)∏
i
(zi − z0)
∏
i<j
(zi − zj)m, (2.83)
la esencia de esta funcio´n de onda es la creacio´n de un cero en la funcio´n, dado por el
factor
∏
i(zi− z0). El flujo cua´ntico atraviesa al sistema por z0, con lo cual, el de´ficit de
carga se puede calcular dando como resultado la expresio´n (2.82).
La funcio´n de onda para el cuasielectro´n esta´ dada en la forma [4]
ϕ−m = exp
(
− 1
4l2B
∑
i
|zi|2
)∏
i
(
∂
∂zi
− z0
l2B
)∏
i<j
(zi − zj)m. (2.84)
De igual manera esta part´ıcula posee una carga dada por la expresio´n (2.82), obviamente
del signo contrario. El ana´lisis f´ısico de esta part´ıcula va en el factor
∏
i
(
∂
∂zi
− z0
l2B
)
. Este
factor crea nuevamente un cero por el cual atraviesa el flujo cua´ntico, pero, al final del
proceso el estado no es zm+1 sino zm−1, de ah´ı, que el exceso sea negativo [4, 34, 35].
Por u´ltimo podemos mostrar ra´pidamente que estos estados son Aniones. En este cap´ıtu-
lo, ilustraremos solamente un ca´lculo superfluo que muestra que tanto el esp´ın, como
la estad´ıstica, son fraccionales. No obstante, en los cap´ıtulos posteriores daremos un
tratamiento ma´s detallado.
El esp´ın debe ser fraccional, ya que como se estudiara´ en el cap´ıtulo 3 para un Anio´n
este se define como [34, 35]
j =
qΦ
4pi
=
e
m
2pi
e
4pi
=
1
m
, (2.85)
donde Φ = 2pi/e es el flujo caracter´ıstico de las excitaciones. Igualmente, la estad´ıstica
para un Anio´n debe poseer un para´metro θ como se mostrara´ en el cap´ıtulo 3, dado por
θ = 2pij =
1
m
, (2.86)
la cual tambie´n muestra ser fraccional [34, 35]
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2.7. Observaciones.
Una de los ma´s grandes logros aplicativos del efecto Hall cua´ntico fraccionario es el
ca´lculo preciso de la constante de estructura fina [26]. Sin embargo, este efecto prueba
la existencia definitiva de las cuasipart´ıculas en sistemas de dos dimensiones. Aqu´ı,
queremos resumir algunos de los anal´ısis ma´s importantes realizados en el cap´ıtulo.
El comportamiento dina´mico, es enmarcado u´nica y exclusivamente de los niveles
ma´s bajos de Landau.
Estos estados son obtenidos de la solucio´n al problema relativo de dos, tres y N
electrones, y estas soluciones se comportan como part´ıculas libres, ya que el te´rmino
Coulombiano se interpreta como una energ´ıa de ligadura entre los electrones.
La generalizacio´n para N part´ıculas cumple con las exigencias planteadas y logra
demostrar la existencia de los factores de llenado fraccional.
En el re´gimen fraccional, el concepto de incompresibilidad se preserva, ya que
existe una brecha de energ´ıa entre cada nivel en el conjunto de los ma´s bajos de
Landau, por tanto el potencial qu´ımico se mantiene constante en cada factor de
llenado, y por tanto favorezca la conduccio´n sin pe´rdida de energ´ıa en el mismo
sentido a lo analizado en el cap´ıtulo anterior.
El efecto Hall cua´ntico fraccional muestra la existencia de part´ıculas cuya carga
y esp´ın son fraccionales. Esto hace pensar que estas part´ıculas deben obedecer un
estudio alterno en cuanto a su vista cua´ntica y estad´ıstica, es decir, la teor´ıa de
Aniones.
Cap´ıtulo 3
Aniones: La teor´ıa del mundo
bidimensional fraccional.
Al mismo tiempo que el mundo de la f´ısica vislumbro la manifestacio´n cua´ntica del efec-
to Hall, teo´ricamente se estaba estudiando las bases f´ısicas y matema´ticas que lograron
detallar con e´xito el comportamiento dina´mico y estad´ıstico del mundo de dos dimen-
siones. En 1983, Wilczek denomino´ Anio´n (Anyon,“ni lo uno no lo otro”) a las part´ıculas
que, en efecto, se adecuaban a las exigencias fisicomatema´ticas que se necesitaban para
describir el espacio bidimensional. En concreto, los Aniones son part´ıculas que se identi-
fican por tener carga y esp´ın fraccional, adema´s, se caracterizan por interpolar entre los
Bosones y los Fermiones (de ah´ı, el nombre propuesto por Wilczek), por eso, bajo ciertas
condiciones el ana´lisis estad´ıstico se realiza mediante la estad´ıstica de Bose –Einstein o´ la
de Fermi –Dirac. Este cap´ıtulo estara´ centrado en el estudio de los conceptos f´ısicos y
matema´ticos ma´s sobresalientes de la teor´ıa de Aniones.
3.1. ¿Por que´ es necesario esp´ın fraccional?
En f´ısica, el esp´ın proporciona la medida de momento angular intr´ınseco caracter´ıstico
de cada part´ıcula. En meca´nica cua´ntica tridimensional, las componentes espaciales de
esp´ın cumplen con las reglas generales de conmutacio´n de momento angular, el cual
sostiene que [
Sˆi, Sˆj
]
= iijkSˆk, (3.1)
donde ijk es el tensor completamente antisime´trico de Levi- Civita [42]. Esta a´lgebra
restringe los posibles valores propios de estos operadores en tres dimensiones [35, 34, 42].
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Siguiendo a Sakurai [42] se puede mostrar que los valores propios de momento angular
permitidos en tres dimensiones son:
s =
entero
2
. (3.2)
Mostrando que en el mundo tridimensional solamente es posible tener valores enteros
(Bosones) o´ semi enteros (Fermiones) de momento angular de esp´ın.
¿Y la analog´ıa en dos dimensiones? A diferencia de tres dimensiones, en dos dimensiones
no existe ana´logo de a´lgebra no conmutativa, debido a que bidimensionalmente el u´nico
generador de momento angular de esp´ın es Sˆ3, y este conmuta consigo mismo. Esto hace
que no existan restricciones en los valores de momento angular de esp´ın, es decir, se
puede tener cualquier (fraccional) valor de momento angular de esp´ın.
3.2. ¿Por que´ es necesaria una estad´ıstica fraccional?
En la seccio´n anterior se argumento´ por que´ en dos dimensiones a diferencia de tres, no
existen restricciones en los valores de momento angular de esp´ın. El objetivo, de mostrar
cuales son los posibles valores que debe ostentar el esp´ın radica en la profunda relacio´n
que tiene este junto con la estad´ıstica. Por ejemplo, en tres dimensiones las part´ıculas
que poseen esp´ın semi entero son estudiadas con la estad´ıstica de Fermi –Dirac, mientras,
que las part´ıculas que ostentan esp´ın entero son examinadas con la estad´ıstica de Bose
–Einstein. Por tanto, si en dos dimensiones las part´ıculas muestran valores fraccionales
de momento angular de esp´ın, lo ma´s simple, es pensar que la estad´ıstica en este contexto
debe ser reconsiderada.
En esta seccio´n, mostraremos u´nicamente la construccio´n matema´tica de la estad´ıstica
para un sistema bidimensional, en la siguiente seccio´n exhibiremos que esta estad´ıstica,
o sea, la estad´ıstica de los Aniones es simplemente un feno´meno de transmutacio´n.
El concepto de estad´ıstica en el contexto cua´ntico hace referencia a la fase acumulada
por la funcio´n de onda de las part´ıculas cuando estas son intercambiadas, es decir, per-
mutadas. Pero, surge un problema en esta definicio´n. Si las part´ıculas son ide´nticas, la
palabra permutar no tiene sentido, esto ya que, cuando se permutan las part´ıculas en un
sistema indistinguible el sistema obtenido es exactamente igual al sistema que se tiene
sin permutar. Esto nos hace pensar, que el concepto de estad´ıstica bajo la condicio´n de
part´ıculas ide´nticas debe ser redefinido. De hecho, se soluciona el problema redefiniendo
que el intercambio debe ser adiaba´tico [35, 34]. Y a pesar, de que en tres y ma´s dimen-
siones, los dos conceptos son equivalentes, en dos dimensiones son totalmente distintos.
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As´ı, en lo que resta de esta seccio´n, ilustraremos, por que´ en dos dimensiones los dos con-
ceptos difieren y, adema´s, concluiremos que la segunda concepcio´n es la adecuada para
estudiar la estad´ıstica de un sistema bidimensional. Aqu´ı, aunque el argumento prop-
uesto para este espacio configuracio´n esta hecho por Leinnas y Myrheim [10], seguiremos
el tratamiento dado por Khare [35] y Rao [34].
Supongamos, que existe una part´ıcula en una posicio´n ~r en un espacio X. Ahora, si
existen N part´ıculas ide´nticas se podr´ıa pensar que el espacio de configuracio´n para
estas es XN , en el mismo sentido al tratamiento cla´sico de la estad´ıstica [43]. Y aunque
localmente es verdad, globalmente no es cierto. Para ver esto, consideremos el punto
~r = (~r1, ~r2, ~r3, · · · , ~rN ), ~r ∈ XN , (3.3)
donde ~ri ∈ X para i = 1, 2, 3, · · · , N . Ahora, si el punto ~r′ en XN es obtenido por una
permutacio´n p a los ı´ndices de las posiciones ~r la nueva posicio´n esta dada por
~r′ = p
(
~r) = (~rp−1(1), ~rp−1(2), ~rp−1(3), · · · , ~rp−1(N)
)
. (3.4)
Pero, por el hecho de ser las part´ıculas ide´nticas, los puntos (3.3) y (3.4) describen la
misma configuracio´n. As´ı, la verdadera configuracio´n espacial debe ser XN/SN , donde
SN es la accio´n del grupo de simetr´ıa. Este grupo debe ser finito y es obtenido de
las permutaciones de las N part´ıculas. El espacio XN/SN es obtenido identificando
los puntos en XN que representan la misma configuracio´n f´ısica [35]. Este espacio es
localmente isomorfico a XN ,1 excepto, en sus puntos singulares, aunque, globalmente
estos dos espacios son distintos. Por ejemplo, mientras que en el espacio XN existen
puntos regulares cuando cada punto es regular en X, estos puntos son singulares en
XN/SN , ya que, estos corresponden a posiciones coincidentes de dos o ma´s part´ıculas.
Esto nos lleva a concluir que si se quiere estudiar la fase acumulada por el cambio en
las part´ıculas, se debe evitar la interseccio´n de trayectorias, es decir, eliminar los puntos
coincidentes (~r1 6= ~r2 6= ~ri en XN/SN ) con el objeto de observar cuando las part´ıculas
han sido intercambiadas o no [35, 34].
Vale anotar, que cada part´ıcula posee un vector ~r en el espacio Euclideo d - dimensional.
Al tener un conjunto de N part´ıculas es conveniente definir el vector de centro de masa
~R =
1
N
N∑
i=1
~ri, ~ri ∈ Rd, (3.5)
1En matema´ticas, un isomorfismo es un tipo especial de homomorfismo. Un homomorfismo es una
funcio´n que preserva las estructuras algebraicas entre dos espacios X y Y , los cuales se unen por una
aplicacio´n f . Si el homomorfismo es sobreyectivo esta funcio´n es un isomorfismo.
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aqu´ı ~ri es la posicio´n de la i-esima part´ıcula en el espacio de configuracio´n. Una carac-
ter´ıstica importante del vector de centro de masa es que es invariante bajo la aplicacio´n
de SN [35]. O sea, la permutacio´n de las posiciones de las part´ıculas no cambia en lo
absoluto la posicio´n de ~R en el espacio de configuracio´n. As´ı, para estudiar las trayecto-
rias en el espacio es conveniente definir un espacio alterno en el cual se puede estudiar
la fase adquirida por el intercambio. Para, esto escribamos el espacio de configuracio´n
como el producto cartesiano
XN
SN
= Rd ⊗ r(d,N), (3.6)
donde Rd es el espacio abarcado por la posicio´n de centro de masa ~R y r(d,N) es el
espacio relativo. El espacio relativo es obtenido del espacio Euclideo RNd−d identificando
los puntos que se encuentran conectados a trave´s de la aplicacio´n de SN [35].
En este punto, por simplicidad analicemos el espacio de configuracio´n para dos part´ıculas
(N = 2), la generalizacio´n para N part´ıculas es construida con base a estos resultados.
En el caso N = 2 el espacio relativo, r(d, 2), posee un punto singular ~r = 0. Con esto en
cuenta el producto cartesiano (3.6) puede ser escrito en la forma
X2
S2
= Rd ⊗ {R
d − {0}}
Z2
. (3.7)
El factor Rd − {0} nos permite omitir la coordenada relativa ~r = 0, es decir, elimina
los puntos singulares, y Z2 es el grupo de nu´meros 1, −1 correspondientes al grupo de
permutaciones. De esta forma, al dividir este factor por Z2 es identificado en el espacio
la posicio´n ~r = ~r1 − ~r2 con su respectivo negativo −~r = ~r2 − ~r1.
Como hemos puntualizado, la idea de todo este tratamiento es mostrar cual es la difer-
encia existente entre tres y ma´s dimensiones, con el caso bidimensional, en cuanto a la
fase adquirida por el intercambio de part´ıculas. La u´nica manera de comparar estos dos
casos es observando co´mo son las posibles trayectorias o caminos en estos dos casos, as´ı,
examinemos dos casos de dimensiones d.
3.2.1. El caso d ≥ 3
En este caso el espacio de configuracio´n es la superficie de la esfera (d− 1) dimensional
con los puntos diametralmente opuestos identificados. Para conocer la fase adquirida
por la funcio´n de onda cuando las part´ıculas son intercambiadas, se deben clasificar los
posibles caminos en el espacio de configuracio´n, o sea, en el espacio relativo. Para d ≥ 3
los posibles caminos se muestran en la figura 3.1.
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(a) No cambio. (b) Un cambio. (c) Dos cambios.
Figura 3.1: Posibles caminos para el intercambio entre part´ıculas en tres y ma´s altas
dimensiones. Solo existen dos tipos de caminos en estas dimensiones, correspondientes
a un cambio y no cambio. Con estos dos tipos de trayectorias solo es posible definir
la estad´ıstica Fermionica o Bosonica [35]. Los puntos unidos mediante la l´ınea puntea-
da representan los puntos diametralmente opuestos. Los caminos A y B se muestran
mediante la l´ınea continua, el camino C se traza con la l´ınea continua y la l´ınea semipun-
teada.
La figura 3.1(a) muestra el movimiento de las part´ıculas alrededor del camino cerrado
A. Este camino no genera cambio alguno en la funcio´n de onda debido a que puede
contraerse a un punto. La figura 3.1(b) envuelve el cambio de dos part´ıculas como van
de un punto a su diametralmente opuesto por medio del camino B. Este camino genera
una fase no trivial en la funcio´n de onda, ya que, esta trayectoria no puede contraerse a
un punto. El caso mostrado en la figura 3.1(c) envuelve dos cambios, formando un camino
cerrado C que puede ser contra´ıdo a un punto. Por ende, estos dos cambios no generan
una fase en la funcio´n de onda. Teniendo en cuenta esto, en d ≥ 3 es posible definir
trayectorias correspondientes a un cambio y no cambio. As´ı, si η es la fase acumulada
por un cambio, η2 es la fase acumulada por dos cambios al ser este igual a la unidad en
estas dimensiones solamente se puede adquirir dos valores en la fase η = ±1. Por eso,
en d ≥ 3 solo es posible tener la estad´ıstica de Bose–Einstein y Fermi –Dirac.
3.2.2. El caso d = 2.
Para este caso el espacio de configuracio´n es un c´ırculo centrado en el origen de coorde-
nadas. Los posibles caminos se muestran en la figura 3.2.
En la figura 3.2(a) se muestra el camino A el cual no envuelve cambio en la funcio´n de
onda, debido a que puede contraerse a un punto. La figura 3.2(b) muestra un cambio
en las dos part´ıculas alrededor del camino B el cual no es contra´ıble a un punto, ya que
los puntos finales son fijos. La verdadera sorpresa se encuentra en la figura 3.2(c), este
camino envuelve dos cambios (realizados a favor o en contra de las manecillas del reloj
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(a) No cambio. (b) Un cambio. (c) Dos cambios.
Figura 3.2: Posibles caminos para el intercambio entre part´ıculas en dos dimensiones.
Aqu´ı, la fase adquirida por la funcio´n de onda puede adquirir cualquier valor, debido a
que los puntos no son contra´ıbles a un punto. Por ende, existe libertad de poder elegir
cualquier estad´ıstica [35].
alrededor de C), pero, a diferencia de d ≥ 3 esta trayectoria no es contra´ıble a un punto.
De hecho, los caminos no son contra´ıbles en 3, 4, · · · , n cambios. De nuevo, si η es la fase
acumulada por un cambio, η2 es la fase adquirida por dos cambios y as´ı sucesivamente,
como la norma de la funcio´n debe permanecer inalterada bajo el intercambio, la fase η
puede escribirse como
η = exp(iθ), (3.8)
donde θ es el para´metro estad´ıstico [34] que necesariamente debe ser un racional veces
pi, de tal forma, que la norma bajo n cambios quede invariante. Esto explica porque se
puede tener cualquier estad´ıstica en dos dimensiones.
La distincio´n entre los espacios de configuracio´n en tres y dos dimensiones viene expre-
sada en el hecho que al haber sido eliminado los puntos coincidentes hace que en dos
dimensiones el espacio sea mu´ltiplemente conectado, mientras que en tres dimensiones
sigue siendo simplemente conexo [34, 35]. Esta condicio´n hace que en dos dimensiones
sea posible definir clases de caminos topologicamente inequivalentes que enrollen contin-
uamente el origen, esto no es posible en tres dimensiones. En el lenguaje matema´tico esta
diferencia esta expresada por el primer grupo de homotop´ıa. Este grupo esta´ formado
por todos los caminos inequivalentes, es decir, caminos que no son deformables el uno
al otro. Expl´ıcitamente el grupo de homotop´ıa para dos dimensiones es
pi1 (d = 2) = pi1
(
R2 − {0}
Z2
)
= Z, (3.9)
donde Z el grupo de nu´meros enteros bajo la adicio´n [35]. La expresio´n (3.9) clasifica
los caminos con un nu´mero entero n ∈ Z, que determina cuantas veces se ha enlazado
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el origen. Con esto, la fase adquirida por la funcio´n de onda es de la forma ηn. De
ah´ı la posibilidad de tener cualquier estad´ıstica en dos dimensiones. Para tres y ma´s
dimensiones el primer grupo de homotop´ıa esta´ dado por [35]
pi1 (d ≥ 3) = pi1
(
Rd − {0}
Z2
)
= Z2. (3.10)
Esta expresio´n cataloga solamente dos clases de caminos debido a que Z2 tiene solo dos
elementos, por ende, la estad´ıstica debe ser Fermionica o Bosonica.
Por u´ltimo, deber´ıamos preguntarnos por que´ es necesario que en dos dimensiones el
intercambio debe ser adiaba´tico. Esta condicio´n viene impl´ıcita de la libertad de poder
adquirir cualquier fase. De hecho, la diferencia entre el intercambio de nu´meros cua´nticos
y el transporte adiaba´tico fue un problema matema´tico cuya solucio´n esta´ dada por la
expresio´n [44, 45, 46]
pi1
(
XN
SN
)
=
PN , para d ≥ 3,BN , para d = 2, (3.11)
aqu´ı PN es el grupo de permutaciones y es el adecuado para el primer concepto de
estad´ıstica, mientras que, BN es el grupo de Braid asociado al transporte adiaba´tico de
las part´ıculas. El grupo de Braid es un grupo infinito que analiza la fase adquirida por el
intercambio a trave´s del trenzado de las l´ıneas de mundo de las part´ıculas. Vale anotar
que el grupo de permutaciones es un subgrupo finito del grupo de Braid [35].
3.3. Realizacio´n dina´mica de la teor´ıa de Aniones.
Teniendo en cuenta, la construccio´n un tanto abstracta con el objeto de mostrar las
diferencias matema´ticas existentes entre el formalismo estad´ıstico tridimensional y bidi-
mensional, es hora de sentar las bases y conceptos f´ısicos que permiten comprender el
comportamiento de un sistema cua´ntico en un mundo de dos dimensiones.
3.3.1. Flujo magne´tico y momento angular.
En la seccio´n 3.1 se menciono´ que los valores de momento angular no tienen restriccio´n
alguna en dos dimensiones. Esto se puede mostrar esto mediante un modelo f´ısico simple
[8].
Supo´ngase, que existe una part´ıcula con carga q en el plano (por ejemplo, x − y) la
cual orbita alrededor de un solenoide por el cual atraviesa un flujo magne´tico Φ, este
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se encuentra en direccio´n perpendicular al plano de movimiento de la part´ıcula (eje z).
Cuando no circula corriente por el solenoide, el momento angular en la direccio´n z se
encuentra cuantizado en unidades enteras2, es decir [8],
Lz = entero. (3.12)
Pero, cuando la corriente comienza a circular por el solenoide, la part´ıcula experimenta,
de la ley de Faraday [8], un campo ele´ctrico azimutal proporcional al cambio del flujo
en el solenoide, dado por
~E = − Φ˙
2pi||~r|| (ˆ× ~r) , (3.13)
aqu´ı ||~r|| =
√
x2 + y2. Un efecto importante de la circulacio´n de corriente en el solenoide
es el cambio en el valor del momento angular, debido a que la part´ıcula experimenta un
torque proporcional al campo ele´ctrico (3.13), expresado como
τ =
dLz
dt
= ~r × (q ~E) = − q
2pi
Φ˙. (3.14)
De aqu´ı, se puede mostrar fa´cilmente que cuando el flujo atraviesa el solenoide, o sea,
cuando la corriente circula por este, el momento angular de la part´ıcula se ha corrido
una cantidad
∆Lz = −qΦ
2pi
, (3.15)
lo que permite concluir que bajo el modelo de circulacio´n del flujo Φ, el espectro de
momento angular en direccio´n z para la part´ıcula cargada toma la forma
Lz = entero− qΦ
2pi
. (3.16)
Este mismo resultado puede ser obtenido de una manera un tanto ma´s formal. A pesar de
que el campo magne´tico fuera del solenoide es nulo, en el contexto cua´ntico, el potencial
no lo es [30], de esta manera las rotaciones experimentadas por la part´ıcula alrededor del
solenoide, es decir, el cambio del a´ngulo azimutal ϕ pueden ser medidas con el operador
de momento covariante [8],
Lz = −i∂ϕ − qAϕ, (3.17)
donde Aϕ = Φ/2pi es el potencial vectorial azimutal experimentado por la part´ıcula
cargada. Este potencial genera en las funciones de onda una dependencia de la parte
2Esto significa que la part´ıcula es Bosonica, ya que el momento angular es entero. Este ana´lisis
prevalecera´ en el estudio del modelo de Anio´n.
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azimutal expresada por:
Ψ′n = e
inϕΨn. (3.18)
Para que esta funcio´n sea unievaluada, exigimos que n sea un entero. Con la funcio´n de
onda transformada, los valores propios del momento angular covariante (3.17) deben ser
LzΨ
′
n =
(
n− qΦ
2pi
)
Ψ′n, (3.19)
lo cual, concuerda con el espectro anteriormente obtenido ec.(3.16). El potencial azimu-
tal, sin embargo, puede ser removido por una transformacio´n de calibre [9]
A′i = Ai − ∂iΛ, (3.20)
donde Λ = Φϕ/2pi. Bajo esta transformacio´n las funciones adquieren la forma
Ψ′(ϕ) = e−iqΦϕ/2piΨ(ϕ). (3.21)
Pero, como el potencial azimutal ha sido eliminado, la funcio´n de onda (3.21) corresponde
a la funcio´n de onda de una part´ıcula libre, ya que Ψ es periodica con un giro, ϕ −→
ϕ+ 2pi, Ψ′ cambia como
Ψ′ (ϕ+ 2pi) = e−iqΦΨ′(ϕ). (3.22)
Esta condicio´n indica que las funciones de onda sean Ψ′(ϕ) = eimϕΨ(ϕ), permitiendo
que los valores m sean identificados como el espectro de momento angular cuyos valores
son
m = entero− qΦ
2pi
. (3.23)
3.3.2. El modelo “Tubo de flujo”.
La imagen f´ısica utilizada en la seccio´n anterior, de una part´ıcula cargada orbitando
alrededor de un flujo magne´tico, se ha convertido en el modelo ma´s adecuado para el
Anio´n. Este modelo es apropiado ya que permite demostrar que el Anio´n interpola entre
los Bosones y los Fermiones. Para esto, sola basta con observar el espectro de valores
propios de momento angular (3.23), de ah´ı tres opciones
Si m = entero − qΦ/2pi es semientero, el modelo es un Fermio´n, por tanto, debe
ser estudiado mediante la estad´ıstica de Fermi –Dirac.
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Si m = entero − qΦ/2pi es entero, el modelo es un Boson, as´ı, debe ser analizado
con el formalismo de Bose- Einstein.
Si m no es semientero, ni entero, entonces el formalismo de estudio es realizado
mediante Aniones y su ana´lisis es dado por una estad´ıstica fraccional.
El objetivo ma´s importante de este modelo es mostrar por que´ la estad´ıstica de los
Aniones es un feno´meno de transmutacio´n, es decir, que bajo ciertas condiciones el estu-
dio estad´ıstico del sistema es susceptible de realizarse mediante Bose- Einstein o´ Fermi
–Dirac.
En el re´gimen bidimensional la estad´ıstica es estudiada del intercambio adiaba´tico entre
las part´ıculas. Para nuestro caso particular consideremos el te´rmino del Lagrangiano de
interaccio´n estad´ıstico [35]
Ls = hα
dϕ
dt
, (3.24)
donde α esta´ relacionado con el para´metro estad´ıstico α = θ/pi y ϕ es nuevamente el
a´ngulo azimutal. Este te´rmino representa la interaccio´n entre dos part´ıculas ide´nticas
(Bosones o Fermiones). El efecto de la interaccio´n de las dos part´ıculas ide´nticas mediante
el te´rmino estad´ıstico (3.24) hace que las funciones de onda de las part´ıculas adquieran
una fase dada por [35]
exp
(∫ b
a
Lsdt
)
= exp (−iα (ϕ(b)− ϕ(a))) . (3.25)
Esta fase mide el a´ngulo relativo entre el intercambio de dos part´ıculas, pero, como
solo contribuyen los caminos cuyos puntos finales sean fijos, existe una restriccio´n en el
a´ngulo relativo medido. As´ı, el modulo del a´ngulo relativo debe ser pi, de tal manera,
que la fase adquirida depende del para´metro estad´ıstico θ y con la restriccio´n impuesta
sobre la medida del a´ngulo (0 ≤ θ ≤ pi), la fase adquirida puede tomar cualquier valor,
de hecho, puede ser Fermio´n (θ = pi) o Boson (θ = 0).
De esta manera, la funcio´n del te´rmino estad´ıstico es implementar un feno´meno de
transmutacio´n. De hecho, el problema de transmutacio´n se puede observar mejor si
vemos el Lagrangiano de dos part´ıculas ide´nticas no interactuantes, ya sean Fermiones
o Bosones
L =
1
2
m
(
~˙r1 + ~˙r2
)
, (3.26)
si le an˜adimos el te´rmino de interaccio´n (3.24) el Lagrangiano total del sistema es
LT =
1
2
m
(
~˙r2 + ~˙r2
)
+ hα
dϕ
dt
. (3.27)
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Con este nuevo Lagrangiano existen dos posibilidades de entender el problema:
Como el de dos Fermiones o Bosones interactuantes.
Como el de dos Aniones no interactuantes.
Siguiendo la idea al principio de cap´ıtulo para solucionar el problema de dos part´ıculas
definimos los vectores de momento y posicio´n de centro de masa y movimiento relativo:
~R =
~r1 + ~r2
2
, ~P =
~p1 + ~p2
2
,
~r =
~r1 − ~r2
2
, ~p =
~p1 − ~p2
2
.
(3.28)
En te´rminos de estos vectores el Lagrangiano total del sistema (3.27) se puede escribir
como
LT = LCM + Lr = m~˙R
2 +
m
4
~˙r2 + hα
dϕ
dt
, (3.29)
de ah´ı
LCM = m~˙R
2,
Lr =
m
4
~˙r2 + hα
dϕ
dt
,
(3.30)
manifestando que solamente es necesario estudiar el problema relativo, ya que, contiene
la informacio´n estad´ıstica del sistema y, en s´ı, de la transmutacio´n. El centro de masa
se comporta como una part´ıcula libre y es invariante bajo la accio´n del te´rmino de
interaccio´n estad´ıstico.
Si generalizamos al caso de N part´ıculas tenemos
LT =
m
4
N∑
i=1
~˙r2 + hα
N∑
i 6=i
dφij
dt
, (3.31)
donde φij = arctan ((yi − yj)/(xi − xj)) es el a´ngulo relativo entre la part´ıcula i y la
j. La generalizacio´n muestra que el problema se puede visualizar como el problema
de N Aniones libres o´ N Fermiones o Bosones interactuantes, el problema surgido de
esta conclusio´n radica en que no es trivial la resolucio´n del problema de un gas de N
part´ıculas ide´nticas interactuantes [35, 34].
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3.4. Implementacio´n f´ısica de la estad´ıstica fraccional.
Para implementar f´ısicamente el anterior modelo se debe asignar a las part´ıculas una
carga y un flujo ficticio. El hecho, de que estos nuevos elementos sean ficticios va en-
caminado a que este mecanismo no debe afectar al electromagnetismo cla´sico [35].
La implementacio´n f´ısica del modelo sigue as´ı. Imag´ınese, que a una part´ıcula se le asigna
un funcio´n delta de flujo mediante el potencial vectorial ficticio3
ai(~r) =
Φ
2pi
ijrj
||~r||2 , (3.32)
que en componentes rectangulares esta´ dada como
ax =
Φ
2pi
y
x2 + y2
, ay = − Φ
2pi
x
x2 + y2
, (3.33)
o en coordenadas polares
aϕ =
Φ
2pi
ar = 0. (3.34)
Obse´rvese que la componente azimutal del potencial ficticio posee la misma forma del
potencial que se utilizo´ en el ca´lculo de los valores propios del momento angular de esp´ın
para el compuesto carga- flujo. Realmente, la carga q de la part´ıcula orbitando alrededor
del solenoide es la carga ficticia es la carga del Anio´n, pero, como la insercio´n del flujo
es dependiente del tiempo (por ser insertado adiaba´ticamente) la carga en el modelo
tambie´n lo debe ser. Esto se refleja en el torque (3.14) experimentado por la part´ıcula,
ya que, de haber estado definido como
L˙z =
qΦ˙
2pi
, (3.35)
debe ser modificado por
L˙z =
q(t)Φ˙
2pi
. (3.36)
Pero como q(t) = aΦ(t) para alguna constante a, se puede volver a calcular el valor del
corrimiento del momento angular dando como resultado
∆Lz = −aΦ
2
2pi
= −qΦ
4pi
. (3.37)
3El potencial y la carga son ficticios con el objeto de ser interpretados u´nicamente como mecanismos
matema´ticos.
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Este valor corresponde al momento angular de esp´ın propio del Anio´n [34]. Ahora, la
intensidad de campo fij = ∂iaj−∂jai desaparece en todo el espacio, excepto en el origen
donde la funcio´n delta de flujo es singular. As´ı el flujo puede calcularse como∫
~ai~dl = Φ. (3.38)
Este es el flujo que atraviesa perpendicularmente el plano de movimiento de la part´ıcu-
la. El hecho de que la intensidad desaparezca no deja de lado que los efectos en el
sistema debido al potencial ~a no sean tenidos en cuenta, como es bien sabido del efecto
Aharonov-Bohm [30]. De hecho, cuando las part´ıculas cargadas son sometidas a poten-
ciales vectoriales la funcio´n de onda adquiere una fase anexa producida por la presencia
de este potencial dada por [42]:
exp
(∫
Lintdt
)
= exp
(∫
~a · ~vdt
)
= exp
(∫
~a · ~dl
)
= exp (qΦ∆ϕ/2pi) . (3.39)
Este peso refleja que la contribucio´n a los caminos es dada por la medida del a´ngulo
abarcado por las part´ıculas. De esta manera, se puede concluir que el modelo del poten-
cial vectorial ficticio (3.32) es el componente f´ısico que permite introducir la estad´ıstica
fraccional ya que muestra que el esp´ın del compuesto es fraccional ec.(3.37) y adema´s,
esta en concordancia con la fase adquirida por el te´rmino estad´ıstico Ls ec.(3.24) ya que
miden exactamente lo mismo.
As´ı mismo, se puede identificar el para´metro estad´ıstico del Anio´n θ como θ = qΦ/2
para favorecer por completo que las fases adquiridas vienen de la evaluacio´n del te´rmino
α∆ϕ en (3.39) con α = θ/pi en las exponenciales, y la restriccio´n de α viene dada por
0 ≤ α ≤ 1 de ah´ı que pueda ser Fermio´n (α = 1) o Boson (α = 0). Para complementar
esto analicemos un ejemplo particular.
3.4.1. El problema de dos Aniones libres.
El Hamiltoniano para dos Aniones ide´nticos esta´ dado por:
Hˆ =
1
2m
(~p1 − q~a1)2 + 1
2m
(~p2 − q~a2)2 , (3.40)
donde se ha tomado c = 1. Los potenciales vectoriales ~a1 y ~a2, dados por
~a1 =
Φ
2pi
zˆ × (~r1 − ~r2)
||~r1 − ~r2||2 ~a2 =
Φ
2pi
zˆ × (~r2 − ~r1)
||~r2 − ~r1||2 , (3.41)
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hacen referencia a los potenciales en las posiciones de los compuestos 1 y 2 debidos a los
flujos de los compuestos 2 y 1 respectivamente. [34]. Expresando el Hamiltoniano (3.40)
en funcio´n de las coordenadas de movimiento de centro de masa y relativo (3.28) se tiene
Hˆ =
~P 2
4m
+
1
2m
(~p− q~arel)2 , (3.42)
donde
~arel =
Φ
2pi
zˆ × ~r
||~r||2 . (3.43)
Entre tanto, el problema relativo que es sensible de tratarse como Fermio´n, Boson
o´ Anio´n se ha transformado en el movimiento de una part´ıcula de masa m/2 que orbi-
ta alrededor de un flujo Φ a una distancia ~r. Como el compuesto flujo –carga ha sido
construido en su totalidad de campos Bosonicos, es decir, carga Bosonica alrededor de
flujo Bosonico la funcio´n de onda debe cumplir la condicio´n de simetr´ıa bajo el cambio,
es decir [34, 35, 8]
Ψrel(r, ϕ+ pi) = Ψrel(r, ϕ), (3.44)
trabajando en coordenadas polares.
Si realizamos una transformacio´n de calibre al potencial relativo de la forma
~arel −→ ~a′rel = ~arel − ~∇Λ(r, ϕ), (3.45)
donde Λ = φϕ/2pi,4 expl´ıcitamente, la transformacio´n genera que en el sistema primado
las componentes del potencial relativo sean
a′relϕ = arelϕ −
1
r
∂
∂ϕ
(
Φϕ
2pi
)
= 0
a′relr = arelr = 0.
(3.46)
Es decir, la transformacio´n elimina el potencial, por ende el Hamiltoniano (3.42) se
convierte en
Hˆ =
~P 2
4m
+
1
2m
~p2, (3.47)
4Obse´rvese que esta transformacio´n de calibre es la misma que se realizo en la seccio´n anterior para
derivar el espectro de valores momento angular.
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el cual se reduce al Hamiltoniano de dos part´ıculas libres. Sin embargo, las funciones de
onda han adquirido una fase por parte de ~arel, dada por
Ψ′rel(r, ϕ) = e
−iqΛΨrel(r, ϕ)
= e−iqφϕ/2piΨrel(r, ϕ).
(3.48)
Esta funcio´n no es sime´trica bajo el cambio ~r −→ −~r debido a
Ψ′rel(r, ϕ+ pi) = e
−iqΦ/2Ψ′rel(r, ϕ)
= e−iθΨ′rel(r, ϕ).
(3.49)
Esto nos lleva a concluir que el problema de dos Aniones puede ser interpretado como
el problema de dos part´ıculas libres que adquieren una fase eiθ bajo el intercambio.
Con esto, el Hamiltoniano (3.47) describe el problema de dos modelos carga–flujo como
Aniones con un para´metro estad´ıstico θ = qΦ/2. Tamb´ıen es posible relacionar este
para´metro con el valor de esp´ın de Anio´n (3.38) como
j =
θ
2pi
. (3.50)
En la literatura la representacio´n del problema libre ec.(3.47) es llamado el calibre de
Anio´n, mientras que la representacio´n interactuante ec.(3.42) es llamado el calibre de
Boson.
La forma anal´ıtica de la funcio´n de onda para este problema puede expresarse como el
producto de la funcio´n de onda solucio´n correspondiente al centro de masa y la parte
relativa. El problema para encontrar estas funciones es que el Hamiltoniano (3.47) es
fa´cilmente soluble, pero la condicio´n (3.49) no es trivial. Para resolver este problema
trabajaremos el Hamiltoniano interactuante (3.42) que posee una condicio´n de contorno
Bosonica dada por la expresio´n (3.44).
Para el problema de centro de masa las funciones y autoenerg´ıas propias esta´n dadas
por:
ΨCM = exp(i ~P · ~R) ECM =
~P 2
4m
. (3.51)
Para encontrar la funcio´n de onda del problema relativo expresemos el Hamiltoniano en
coordenadas polares, de tal manera que la ecuacio´n de valores propios esta´ dada por[
− 1
m
(
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
)
+
1
mr2
(
i
∂
∂ϕ
− qΦ
2pi
)2]
Ψrel(r, ϕ) = ErelΨrel(r, ϕ). (3.52)
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Si proponemos una solucio´n para el problema como el producto de una solucio´n radial
y una solucio´n azimutal, es decir, Ψ(r, ϕ) = R(r)Yl(ϕ) se tiene:
Para la parte azimutal (
i
∂
∂ϕ
− qΦ
2pi
)2
Yl(ϕ) = λYl(ϕ), (3.53)
cuya solucio´n esta´ dada por
Yl(ϕ) = exp−iλϕ, (3.54)
donde los autovalores λ tienen la forma
λ =
(
l − qΦ
2pi
)2
, (3.55)
con l entero par. Con esto, la ecuacio´n radial toma la forma[
− 1
m
(
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
)
+
1
mr2
(
l − qΦ
2pi
)2]
Ψrel(r, ϕ) = ErelΨrel(r, ϕ). (3.56)
Definiendo mErel = k
2 la ecuacio´n radial se puede reescribir como(
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
+
1
r2
(
l − qΦ
2pi
)2
+ k2
)
R(r) = 0. (3.57)
La expresio´n (3.57) puede identificarse como la ecuacio´n de Bessel cuya solucio´n esta´ da-
da por
R(r) = J|l− qφ2pi |(kr). (3.58)
Con esto, la funcio´n de onda para el problema relativo en el calibre Bosonico esta dada
por
Ψrel(r, ϕ) = e
−ilϕJ|l− qφ2pi |(kr).. (3.59)
En el calibre de Anio´n la solucio´n tiene la forma
Ψrel(r, ϕ) = e
−i(l− qφ2pi )ϕJ|l− qφ2pi |(kr). (3.60)
La funcio´n (3.60) es completamente Anionica porque adquiere una fase de qΦ/2pi bajo
el cambio de ϕ a ϕ+ pi, es decir, bajo el intercambio de dos part´ıculas.
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La funcio´n de onda sin normalizar del problema total incluyendo la parte de centro de
masa es
Ψ(~R,~r) = ΨCM (~R)Ψrel(~r)
= e−i ~P ·~Re−i(l−
qφ
2pi )ϕJ|l− qφ2pi |(kr).
(3.61)
Esta funcio´n de onda puede factorizarse en el producto de las funciones de onda de las
posiciones originales ~r1, ~r2 solamente si qΦ/2pi es entero o´ semientero [34].

Cap´ıtulo 4
Aniones en el efecto Hall cua´ntico
fraccional.
A pesar de que el mayor lucro de los Aniones este´ concentrado en las teor´ıas de campo y
la superconductividad, el primer gran escenario para mostrar el potencial de esta teor´ıa
fue con la explicacio´n de los estados excitados en el efecto Hall cua´ntico fraccional. Fue
tal el e´xito, que hasta el d´ıa de hoy se mantiene como uno de los ma´s grandes victorias de
la coalicio´n entre las matema´ticas y la f´ısica. Aqu´ı, queremos mostrar como los estados
excitados del efecto Hall cua´ntico fraccional son en efecto Aniones.
4.1. Ca´lculo de la carga.
En el cap´ıtulo 2 se mostro´ que la carga que ostentan las excitaciones de Laughlin son
fraccionales, pero, existe una forma ma´s elegante de calcularla teniendo en cuenta el
transporte adiaba´tico de una part´ıcula.
En el cap´ıtulo 1 demostramos que las funciones de onda que son estudiadas con el mod-
elo de una part´ıcula cargada orbitando alrededor de un flujo, cuando este es insertado
adiaba´ticamente, son multievaluadas, por lo cual, se deb´ıa realizar una reconfiguracio´n
en los nu´meros de onda para evitar esto. En el segundo cap´ıtulo, se utilizo´ de nuevo
este modelo para generar las excitaciones del estado fundamental de Laughlin y se con-
siguio´ revelar que la carga ele´ctrica es fraccional. Entre tanto que en el tercer cap´ıtulo,
se vio expresar que este modelo es el modelo dina´mico de un Anio´n. Hasta el momento
podemos concluir lo siguiente:
Las funciones de onda de Laughlin que describen el efecto Hall cua´ntico fraccionario
son multievaluadas.
59
60 Cap´ıtulo 4 Aniones en el efecto Hall cua´ntico fraccional.
Si estas funciones son Aniones, deben adema´s de ostentar carga fraccional, satis-
facen una estad´ıstica fraccional.
Con esto, nuestro objetivo final sera´ mostrar detalladamente si se satisface este requer-
imiento, teniendo en cuenta que las funciones en el efecto Hall cua´ntico fraccionario son
multievaluadas.
4.1.1. La fase de Berry.
Para calcular la carga utilizamos la fase de Berry. La fase de Berry es una fase geome´trica
obtenida del refinamiento cua´ntico del teorema adiaba´tico [47, 33, 35]. Este teorema
plantea que si se var´ıan lentamente los para´metros dina´micos en el Hamiltoniano, el valor
propio de energ´ıa se mantiene inalterado, evitando cualquier salto de nivel energe´tico
en el sistema [48, 35]. Con esto, adema´s de la fase dina´mica usual
∫
E(t)dt, existe una
fase anexa que se mantiene constante en el l´ımite adiaba´tico. Esta fase es observada
u´nicamente en funciones de onda que se caracterizan por ser multievaluadas, como es el
caso de las funciones de Laughlin por lo que nos permite calcular la carga. Esta posee
la forma [48]:
γ = −i
∫ t0
t1
dt
〈
ψ(t)
∣∣∣∣ ddt
∣∣∣∣ψ(t)〉 . (4.1)
As´ı, calculemos la fase de Berry para el cuasiagujero (2.83) obtenido en capitulo 2 dado
por:
Ψ+m = exp
(
− 1
4l2B
∑
i
|zi|2
)∏
i
(zi − z0)
∏
i<j
(zi − zj)m, (4.2)
donde z0 es de nuevo la posicio´n del flujo que crea el exceso de carga. Si se asume que
el cuasiagujero es transportado adiaba´ticamente alrededor de una trayectoria cerrada Γ,
el u´nico para´metro dependiente del tiempo sera´ z0.
1 Calculando la derivada temporal
para el cuasiagujero (4.2) tenemos que
d
dt
Ψ+m =
(
d
dt
∑
i
ln(zi − z0)
)
Ψ+m, (4.3)
de tal manera que la fase de Berry (4.1) toma la forma
γ = −i
∫ t0
t1
dt
〈
ψ+(t)
∣∣∣∣∣
(
d
dt
∑
i
ln(zi − z0)
)∣∣∣∣∣ψ+(t)
〉
. (4.4)
1No es posible pensar que las posiciones zi o zj sean las variables dependientes del tiempo porque la
aproximacio´n adiaba´tica ya no estar´ıa presente.
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Aqu´ı, t0 es el tiempo en el cual el cuasiagujero comienza a moverse alrededor de la
trayectoria Γ y t1 es el tiempo en el cual llega a su posicio´n original [35].
Para resolver la integral (4.4) es conveniente definir la densidad electro´nica del cuasi-
agujero
ρ(z) =
〈
ψ+(t)
∣∣∣∣∣∑
i
δ(z − zi)
∣∣∣∣∣ψ+(t)
〉
. (4.5)
Con esta densidad la integral (4.4) toma la forma
γ = −i
∫ t0
t1
dt
∫
d2z
(
d
dt
ln(zi − z0)
)
ρ(z)
γ = −i
∫
d2z
∮
Γ
dz0
1
z0 − z ρ(z).
(4.6)
Asumiendo que ρ(z) es una funcio´n regular podemos aplicar el teorema del residuo,2 de
tal manera, que la fase de Berry toma la forma
γ = −i
∫
<Γ
d2z
∮
Γ
dz0
1
z0 − z ρ(z) = 2pi
∫
<Γ
d2zρ(z) = 2piNΓ, (4.7)
aqu´ı, NΓ es el nu´mero de electrones promedio que se encuentran en la regio´n circundada
por Γ. Este nu´mero corresponde al dejeneramiento de los estados de flujo definido en la
seccio´n 1.2. Del efecto Aharonov- Bohm se sabe que la fase adquirida cuando una carga
q se mueve alrededor de una trayectoria cerrada es
exp
(
− iqΦΓ
hc
)
, (4.8)
por ende, igualando esta fase con la fase de Berry calculada para el cuasiagujero (4.7)
tenemos que
2piNΓ =
qΦΓ
hc
, (4.9)
teniendo en cuenta que NΓ tiene la forma mostrada en la ecuacio´n A.20, la carga del
cuasiagujero es
q =
e
m
. (4.10)
Mostrando que la carga que ostenta el cuasiagujero, en el efecto Hall fraccional no
es entera. Este mismo argumento puede aplicarse para el cuasielectro´n, ec.(2.84) con
2En variable compleja, el teorema del residuo permite calcular la integral de l´ınea comple-
ja de ciertas funciones especiales. Expl´ıcitamente, el teorema plantea que
∮
C
f(z)dz = 2pii ·
suma de los residuos de f(z) en C [38].
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resultado q = −e/m. Aqu´ı, concluimos que la carga que poseen las excitaciones en
el efecto Hall cua´ntico fraccional son ±e/m cuando ν existe como un valor fraccional
ν = 1/m con m impar.
4.2. Ca´lculo de la estad´ıstica.
Para evaluar el para´metro estad´ıstico de los estados de Laughlin conside´rese dos cuasi-
agujeros ubicados en zα y zβ. Estos dos cuasiagujeros han sido creados por un flujo que
atraviesan perpendicularmente el sistema en las posiciones zα y zβ. Supongamos tam-
bie´n que las dos excitaciones se encuentran lo suficientemente alejadas para despreciar
cualquier interaccio´n entre ellos. La funcio´n de onda para los dos cuasiagujeros puede
escribirse como [35]
Ψ
+(zα,zβ)
m =
∏
i
(zi − zα)(zi − zβ)Ψm, (4.11)
donde Ψm es nuevamente la funcio´n de onda del estado fundamental
Ψm =
∏
i<j
(zi − zj)m exp
(
− 1
4l2B
∑
i
|zi|2
)
. (4.12)
Entonces, si se transporta adiaba´ticamente el cuasiagujero zα alrededor de una trayec-
toria cerrada Γ mientras la posicio´n zβ se encuentra fija, la funcio´n de onda para los
cuasiagujeros (4.11) adquiere una fase de Berry, que bajo los mismos argumentos ex-
puestos en la seccio´n anterior es
γ = 2pi
∫
<Γ
d2zρ′(z), (4.13)
donde ρ′(z) es la densidad electro´nica de los dos cuasiagujeros. La fase de Berry puede
tener dos resultados:
Si zα no envuelve a zβ en el proceso de transporte adiaba´tico, la fase de Berry
tiene el valor (4.7), es decir
γ = 2piNΓ. (4.14)
Mostrando que no existe intercambio, debido a que el camino en Γ es homoto´pi-
camente trivial.
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Si zα encierra a zβ en el proceso de transporte, el camino sobre Γ no es homoto´pi-
camente trivial, entonces, la fase adquirida es
γ = 2pi
∫
<Γ
d2zρ′(z) = 2pi
(
NΓ − 1
m
)
, (4.15)
el segundo te´rmino viene del hecho que al moverse un cuasiagujero sobre un camino
cerrado Γ cuando dentro de esta regio´n existe otro cuasiagujero el nu´mero de
electrones promedios debe estar disminuyendo una cantidad 1/m.
Con estos dos casos la funcio´n de onda adquiere una fase extra que va como la diferencia
de los dos argumentos de las fases (4.14) y (4.15)
exp(−i∆γ) = exp
(
2pii
m
)
, (4.16)
mostrando el efecto estad´ıstico. Pero, cuando un cuasiagujero encierra a otro, el proceso
completo hace que los dos cuasiagujeros hayan sido intercambiados dos veces, as´ı, la
estad´ıstica que deben obedecer estos estados son
α =
θ
pi
=
1
m
. (4.17)
En otras palabras cuando m = 1, o sea, en el re´gimen Hall entero las part´ıculas son
Fermiones, y cuando m = 3, 5, 7, 9, · · · , las part´ıculas son Aniones con un para´metro
α = 1/m.
4.3. Esquemas de jerarqu´ıa.
En el cap´ıtulo 2 estudiamos en detalle el efecto “1/3”, o sea, la particular condensacio´n
encontrada por Tsui y Stomer en un factor de llenado ν = 1/3 y analizada teo´ricamente
por Laughlin. Sin embargo, Halperin [12, 13] planteo´ que es posible obtener estados con
diferente factor de llenado, a partir de las excitaciones generadas sobre el cuasiagujero
o´ cuasielectro´n. Los esquemas de jerarqu´ıa ofrecen esta posibilidad. Este me´todo plantea
que las excitaciones generadas sobre el cuasiagujero o cuasielectro´n se deben comportar
como part´ıculas cuyas caracter´ısticas dina´micas son semejantes a las que posee una
part´ıcula en un campo magne´tico, con la diferencia, en que la nueva funcio´n de onda
posee una fraccio´n distinta de llenado.
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En este sentido, miremos una excitacio´n3 sobre nuestro sistema de cuasiagujeros o cuasi-
electrones. Por simplicidad trabajemos solamente con el cuasiagujero (4.11). La carga
transportada por este cuasiagujero es e/m y obedece una estad´ıstica fraccional ya que
θ = 1/m. Las excitaciones se establecen creando un cero z0j por el cual atraviesa el flujo
mientras los cuasiagujeros orbitan alrededor de estos. Con esto en mente, una funcio´n
de onda para una coleccio´n de cuasiagujeros puede escribirse en la forma [35]:
Ψ+m1(z01, z02, z03, · · · , z0N ) =
∏
i<j
(z0i − z0j)m1 exp
(
− 1
4ml2B
∑
i
|z0i|2
)
. (4.18)
El factor en la exponencial viene del hecho que la longitud magne´tica es inversamente
proporcional a la carga, y aqu´ı la carga no es e sino e/m. El exponente m1 tiene la forma
m1 =
1
m
+ 2p1, (4.19)
donde p1 es un nu´mero entero positivo. La expresio´n para m1 es una condicio´n para que
la funcio´n de onda de la coleccio´n (4.18) preserve la condicio´n de ser Anio´n, es decir, que
la fase acumulada sea la correspondiente a una estad´ıstica fraccional. Expl´ıcitamente
exp (−ipim1) = exp
(
−ipi
(
1
m
+ 2p1
))
= exp
(
−i pi
m
)
. (4.20)
De esta manera, Ψ+m1 describe un sistema incompresible de cuasiagujeros con carga e/m
y una estad´ıstica fraccional. Para calcular el factor de llenado de la funcio´n de onda, se
puede aplicar la analog´ıa con el plasma como en el cap´ıtulo 2, interpretando a |Ψ+m1 |2
como la densidad de probabilidad de un problema meca´nico –estad´ıstico con una energ´ıa
potencial dada por
U = 2m1
∑
i<j
ln |z0i − z0j |+ 1
2ml2B
∑
i
|z0i|2. (4.21)
Empleando los mismos argumentos del cap´ıtulo 2 se puede identificar la densidad del
fondo neutralizante
ρˆ =
1
2pil2B
1
mm1
. (4.22)
Teniendo en cuenta que la energ´ıa debe ser mı´nima, se puede identificar la densidad
(4.22) con la densidad de los cuasiagujeros, con lo cual, el nu´mero de cuasiagujeros en
3Recordemos que las excitaciones de los estados se producen agregando o removiendo flujos, es decir,
agregando cuasiagujeros o cuasielectrones.
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un a´rea 2pil2B es
N = 2pil2B ρˆ =
1
mm1
. (4.23)
Pero como la carga transportada por cada cuasiagujero es e/m, la carga total de toda
la coleccio´n es
q =
e
m2m1
. (4.24)
Esta carga corresponde al de´ficit producido por toda la coleccio´n de cuasiagujeros. Ahora,
el factor de llenado para el conjunto de cuasiagujeros ha cambiado de 1/m a
ν1 = ν − q
e
=
1
m
− 1
m2m1
=
1
m+
1
2p1
. (4.25)
Este cambio en el factor de llenado viene del hecho que se ha creado una excitacio´n sobre
un sistema incompresible. As´ı por ejemplo, cuando m = 3 y p1 = 1 obtenemos ν1 = 2/7,
que ha sido observado experimentalmente [12, 13]. En conclusio´n, hemos generado a
partir de la excitacio´n de un cuasiagujero la primera generacio´n de estados en el efecto
Hall cua´ntico fraccionario con factor de llenado ν1, ec.(4.25).
La generalizacio´n para cualquier jerarqu´ıa se construye generando excitaciones sobre las
excitaciones en forma recurrente. Por ejemplo, para la segunda jerarqu´ıa se genera una
excitacio´n sobre el estado Ψ+m1 , ec.(4.18). La carga que posee cada cuasiagujero en este
estado en es e/mm1 y obedece una estad´ıstica fraccional con para´metro θ = 1/m1. La
funcio´n de onda para esta generacio´n tiene la forma
Ψ+m2(z01, z02, z03, · · · , z0N ) =
∏
i<j
(z0i − z0j)m2 exp
(
− 1
4mm1l2B
∑
i
|z0i|2
)
. (4.26)
El nuevo factor en la exponencial viene del hecho de la nueva carga transportada por
los cuasiagujeros. El exponente m2 tiene la forma
m2 =
1
m1
+ 2p2, (4.27)
con p2 siendo un nu´mero entero positivo. Nuevamente, aplicando los argumentos ex-
puestos para la primera generacio´n, el nuevo factor de llenado para esta generacio´n
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tiene la forma
ν2 = ν −
(q1
e
− q2
e
)
=
1
m
− 1
m2m1
+
1
m2m1m2
=
1
m+
1
2p1 +
1
2p2
. (4.28)
El signo menos de q2/e es debido a que hemos agregado agujeros a agujeros. As´ı, para
cualquier generacio´n de estados solo basta con iterar el proceso continuamente excitando
sobre la excitacio´n. Al final la i-esima generacio´n de estados posee un factor de llenado
νi =
1
m+
β1
2p1 +
β2
2p2 +
β3
2p3 + · · ·
. (4.29)
Los para´metros βi correspondientes a la i-esima generacio´n puede tener valores β = ±1
todo depende de si la jerarqu´ıa se produce en cuasiagujeros (+1) o cuasielectrones (−1).
Cap´ıtulo 5
Conclusiones.
El efecto Hall cua´ntico es uno de los feno´menos ma´s sobresalientes del mundo de dos
dimensiones. La cualidad ma´s importante del efecto Hall es la cuantizacio´n de la re-
sistencia Hall en nu´meros enteros y fraccionarios. La cuantizacio´n de la resistencia Hall
en nu´meros fraccionarios exigio´ una teor´ıa alterna para la explicacio´n de este nuevo
comportamiento.
Para observar el efecto Hall cua´ntico se requieren condiciones extremas de temperatura
y campo magne´tico, esto llevo´ a observar la cuantizacio´n de la resistencia Hall en valores
enteros de factores de llenado. Un hecho importante que se pudo explorar es el transporte
de carga sin disipacio´n de energ´ıa, mientras el sistema se encuentra en un plateu, debido
a que este sistema es incompresible. Estos resultados se entienden desde la perspectiva
de un sistema de niveles de Landau. Sin embargo, el estudio de la geometr´ıa de un Anio´n
permite de igual manera extraer las mismas conclusiones.
La condensacio´n del efecto Hall en el factor de llenado ν = 1/3, logro´ probar la existencia
definitiva de los estados electro´nicos con factores de llenado fraccional. Por otro lado,
los estados que describen dina´micamente el sistema son ana´logos a los de una part´ıcula
libre, ya que, la interaccio´n Coulombiana se considera como una energ´ıa de ligadura
entre los electrones, manteniendo el concepto de incompresibilidad, y as´ı, de conduccio´n
sin pe´rdida de energ´ıa. Este comportamiento es generalizado a muchas part´ıculas pro-
poniendo y validando una funcio´n de onda para el estado fundamental, probando que
esta funcio´n es exclusiva de los niveles ma´s bajos de Landau solamente si el factor de
llenado es un nu´mero fraccional. Igualmente, las excitaciones fundamentales de cuasi-
agujero y cuasielectro´n son obtenidas con el modelo geome´trico de Anio´n, mostrando
que poseen carga fraccional, de ah´ı la necesidad de una nueva teor´ıa para explicar este
comportamiento.
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Los Aniones describen feno´menos en dos dimensiones, y por tanto no poseen restricciones
en los valores de momento angular de esp´ın, lo que conduce a que el Anio´n posea valores
fraccionales de esp´ın. De otra parte, el concepto de estad´ıstica cua´ntica en el mundo
bidimensional se definio´ agregando que el intercambio entre estas part´ıculas debe ser
adiaba´tico, debido a que los caminos no son homotopicamente triviales. Con esto en
mente encontramos que el Anio´n puede transmutar entre Boson y Fermio´n. Lo anterior
es observado, adema´s, con el modelo dina´mico y geome´trico de Anio´n, compuesto de
una part´ıcula cargada orbitando alrededor de un flujo magne´tico.
Con el ca´lculo explicito de la fase de Berry, se mostro´ que los estados excitados en el
efecto Hall cua´ntico fraccional son Aniones, ya que, poseen carga y para´metro estad´ıstico
fraccional. De igual forma el esquema geome´trico y dina´mico de Anio´n permite obtener
estados en el efecto Hall cua´ntico fraccional con diferente factor de llenado.
Probado que los estados excitados en el efecto Hall cua´ntico fraccional son Aniones, a fu-
turo es de bastante intere´s ver como estos estados corresponden a respuestas dina´micas de
sistemas superconductores, y como estos estados pueden tratarse con una aproximacio´n
de campo mediante el te´rmino topolo´gico de Chern- Simons y la teor´ıa de Ginzburg-
Landau- Chern- Simons.
Ape´ndice A
Cuantizacio´n de Landau.
Los niveles de Landau fueron estudiados por primera vez en 1930 por Lev Landau [49],
tratando de estudiar el problema del diamagnetismo de los electrones en los metales. Es-
tos niveles surgen de la interaccio´n individual de los electrones con un campo magne´tico.
Los niveles se evidencian en el espectro de energ´ıa del electro´n, presentando valores dis-
cretos, determinado por un nu´mero entero n. La cuantizacio´n de los niveles de energ´ıa
se asocia al movimiento del electro´n en un plano perpendicular a la direccio´n de campo
magne´tico aplicado [49].
Cla´sicamente la interaccio´n del campo magne´tico con el electro´n genera cicloides1 de
movimiento [51]. Estas orbitas esta´n determinadas por condiciones in´ıciales tales como
la intensidad del campo y su dependencia temporal. Cua´nticamente, aunque de igual
manera se generan orbitas los niveles de energ´ıa dependen en general del calibre utilizado
y del esp´ın del electro´n. Con esto, se analizara´n dos casos particulares: un electro´n sin
esp´ın y con esp´ın, ambos casos en presencia de un campo magne´tico uniforme utilizando
el calibre de Landau.
A.1. Electro´n sin esp´ın.
La teor´ıa cla´sica propone que la funcio´n de Hamilton asociada al movimiento de un
electro´n en un campo electromagne´tico esta´ dada por [52]:
H =
1
2me
(
~p− e
c
~A
)2
+ eΦ. (A.1)
1Una cicloide se define como la curva trazada desde un punto fijo en un circulo de radio definido
cuando este avanza en l´ınea recta. Este objeto matema´tico ha sido utilizado en diferentes ramas de la
f´ısica solucionando problemas tales como la braquisto´crona y el tauto´crona [50].
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Donde ~A y Φ son los potenciales vectorial y escalar asociado a campo magne´tico y ele´ctri-
co, adema´s, del momento generalizado ~p. Para nuestro caso particular tomaremos Φ = 0.
El objetivo ahora es calcular la energ´ıa del electro´n al interactuar con un campo magne´tico
homoge´neo. Escojamos el eje z como direccio´n de aplicacio´n de campo magne´tico, asimis-
mo, dada la libertad de calibre, tomemos la componente del potencial vectorial Az = 0.
Ahora, definiendo el operador momento cano´nico conjugado del operador posicio´n como:
pˆix = −i~∂x − e
c
Ax, pˆiy = −i~∂y − e
c
Ay, pˆiz = −i~∂z, (A.2)
el Hamiltoniano del electro´n expresado en funcio´n de estos operadores es:
Hˆ =
1
2me
(
pˆi2x + pˆi
2
y
)− ~2∂2z
2me
. (A.3)
Se puede observar que la componente del momento en la direccio´n z se conserva, debido
a que las restantes componentes, x y y, del momento cano´nico, ni el Hamiltoniano
contienen expl´ıcitamente esta componente, es decir, satisface [51]:
[pˆz, pˆix] = [pˆz, pˆiy] =
[
pˆz, Hˆ
]
= 0. (A.4)
Por ende, los estados propios sera´n estados simulta´neos del Hamiltoniano y de la com-
ponente z del momento. De tal manera, que los valores propios de energ´ıa y las auto-
funciones deben cumplir:
1
2me
(
pˆi2x + pˆi
2
y
)
ϕ(x, y) = εϕ(x, y), (A.5)
ξ = ε+
~2k2z
2me
. (A.6)
Antes de solucionar la ecuacio´n de valores propios (A.5), recordemos el Hamiltoniano
del oscilador armo´nico unidimensional:
Hˆ =
1
2me
pˆ2 +
1
2
meω
2xˆ2, (A.7)
cuyos valores propios de energ´ıa esta´n dados por:
ε = ~ω
(
n+
1
2
)
. (A.8)
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Definiendo una nueva variable qˆ = meωxˆ, la cual satisface la propiedad
[pˆ, qˆ] = i~meω, (A.9)
el Hamiltoniano del oscilador armo´nico se puede reescribir como:
Hˆ =
1
2me
(
pˆ2 + qˆ2
)
. (A.10)
Comparando la ecuacio´n (A.5) junto con la ecuacio´n (A.10) se observa una correlacio´n
entre el operador energ´ıa del oscilador armo´nico unidimensional con el operador de en-
erg´ıa del electro´n en un campo magne´tico. Por tanto, los valores propios de energ´ıa del
electro´n en presencia de este campo tendra´n una expresio´n equivalente a los niveles del
operador de energ´ıa del oscilador unidimensional. So´lo bastar´ıa con definir la nueva fre-
cuencia del movimiento de la o´rbita del electro´n.
Teniendo en cuenta el conmutador [51]:
[pˆix, pˆiy] =
i~e
c
(∂xAy − ∂yAx) , (A.11)
y escogiendo un caso particular de potencial vectorial con Ax = Az = 0 y Ay = Bx
tenemos:
[pˆix, pˆiy] =
i~eB
c
. (A.12)
Por analog´ıa con la ecuacio´n (A.9) obtenemos la frecuencia asociada al movimiento,
conocida como la frecuencia de ciclotro´n:
ωB =
eB
mec
. (A.13)
Adjunto con esto los valores propios de energ´ıa del electro´n toman la forma:
ξn,kz = ~ω
(
n+
1
2
)
+
~2k2z
2me
. (A.14)
Esta ecuacio´n es conocida como los niveles de Landau. Pero, surge una duda en esta ex-
presio´n. Aunque, eventualmente se esta´ trabajando con un problema tridimensional, es
claro afirmar que se necesitan tres nu´meros cua´nticos para describir el sistema comple-
tamente. Sin embargo existen so´lo dos: un nu´mero entero n, que describe la dina´mica del
sistema en las direcciones perpendiculares al sentido de aplicacio´n del campo magne´tico,
72 Ape´ndice A Cuantizacio´n de Landau.
el cual posee dejeneramiento discreto. Por otra parte, kz es continuo y ostenta dejen-
eramiento infinito. Por consiguiente, se ha obtenido una expresio´n que manifiesta dejen-
eramiento infinito y un nu´mero asociado a la reduccio´n espacial de un problema de dos
dimensiones a uno unidimensional.
Para razonar mejor los resultados obtenidos hasta ahora escojamos un calibre adecuado,
por ejemplo, el calibre de Landau (Ax = Az = 0 Ay = Bxˆ) con el objetivo de calcular
nuevamente los niveles de energ´ıa. Adicionalmente, solucionemos el problema en una
regio´n finita del espacio, con el propo´sito de imponer condiciones de contorno sobre la
geometr´ıa. Teniendo en cuenta el calibre de Landau la ecuacio´n de valores propios se
puede escribir como:
1
2me
(
−~2 (∂2x + ∂2y + ∂2z)− 2i~ec Bx∂y +
(
eBx
c
)2)
ϕ(x, y, z) = εϕ(x, y, z). (A.15)
Escoger el calibre de Landau, adema´s, de favorecer la invarianza traslacional alrededor
del eje y, permite escribir los valores de energ´ıa del sistema como la suma de la energ´ıa
asociada al movimiento del electro´n en el plano x − y y la energ´ıa aportada por el
momento pˆz debido a que se cumplen las relaciones (A.4). Proponiendo una solucio´n
ϕ(x, y, z) = ϕ¯(x)ei(kyy+kzz) la ecuacio´n (A.15) se reduce a:(
− ~∂
2
x
2me
+
meω
2
B
2
(x− x0)2
)
ϕ¯(x) = εϕ¯(x). (A.16)
Nuevamente se ha obtenido la ecuacio´n de un oscilador armo´nico, pero, este se encuen-
tra desplazado una distancia x0 =
hc
eBky = kylB
2, donde l2B =
~c
eB se conoce como la
longitud magne´tica. El espectro de energ´ıa del electro´n posee la misma forma (A.14).
Las funciones propias no normalizadas esta´n dadas por [25]
ϕ¯(x, y, z) =
1√
L
ei(kyy+kzz)Hn
(
x+ kyl
2
B
)
e
−1
2l2
B
(x+kyl2B)
2
, (A.17)
donde Hn es el ene´simo polinomio de Hermite. Confinando el movimiento del electro´n a
un recta´ngulo de longitudes Lx, Ly, e imponiendo condiciones de contorno perio´dicas en
la direccio´n y y condiciones nulas sobre la direccio´n x se obtiene un movimiento seme-
jante al mostrado en la figura A.1. Cabe mencionar que el movimiento de la cicloide es
visto desde el sistema de laboratorio, en el marco de referencia del electro´n la trayectoria
del movimiento es circular [33].
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Figura A.1: Movimiento orbital de un electro´n en presencia de un campo magne´tico
perpendicular (direccio´n z). El movimiento es visto desde el sistema de referencia de
laboratorio [33].
Las condiciones de periodicidad impuestas en la direccio´n y se manifiestan en el vector
de onda:
ky =
2pi
Ly
n, (A.18)
mientras la ma´xima abertura de la cicloide en la direccio´n x es Lx [51],
Lx = |xmax0 | =
∣∣∣∣ ~ceBky
∣∣∣∣ . (A.19)
De esta forma, reemplazando ky dado por la ecuacio´n (A.18), el ma´ximo dejeneramiento
que existe en el sistema esta´ dado por:
nmax =
BLxLy
Φ0
=
Φ
Φ0
. (A.20)
Por tanto, se puede concluir que la interpretacio´n f´ısica del dejeneramiento en el espec-
tro de energ´ıa se evidencia en el nu´mero de flujos generados por el campo magne´tico en
relacio´n al flujo cua´ntico en el sistema. Adema´s, a cada nivel se le asocia un estado de
flujo. De hecho, es fa´cil comprobar que el dejeneramiento es infinito si las distancias de
confinamiento se vuelven infinitas.
A.2. Electro´n con esp´ın.
Por u´ltimo, analicemos que sucede con el espectro de energ´ıa cuando se tiene en cuenta
el momento intr´ınseco del electro´n. La interaccio´n del esp´ın con el campo magne´tico se
evidencia en el operador momento magne´tico µˆ, el cual es proporcional al operador de
esp´ın [49]:
µˆ = µ
sˆ
s~
, (A.21)
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donde s = 1/2 es la magnitud del esp´ın del electro´n y µ es una constante conocida como
el magneto´n de Bohr:
µ =
e~
2mec
= 0,927× 10−20erg/Gauss. (A.22)
De esta manera, el Hamiltoniano del electro´n posee un te´rmino adicional −µˆ ~B, el cual
corresponde a la energ´ıa del momento magne´tico asociado al campo, por ende, el Hamil-
toniano del electro´n es:
Hˆ =
1
2me
(
pˆ− e
c
~A
)2 − µ
s~
sˆ · ~B. (A.23)
Teniendo en cuenta que para el electro´n s = 12 y sˆi =
~σˆi
2 , donde σˆi son las matrices de
Pauli, el Hamiltoniano con B = Bkˆ toma la forma:
Hˆ =
1
2me
(
pˆ− e
c
~A
)2 − µσˆz ~B. (A.24)
La solucio´n de la ecuacio´n de valores propios se escribe como el producto de una funcio´n
correspondiente a la parte espinorial y una a la parte espacial, pues el operador de energ´ıa
para este problema se puede escribir como Hˆ = Hˆ0 ⊗ Hˆs, donde Hˆ0 es el operador
correspondiente a la parte electromagne´tica y Hˆs es la energ´ıa coligada al esp´ın del
electro´n. As´ı que, la funcio´n de onda que describe el comportamiento del electro´n es:
Ψ(~r, t) = ϕ(~r, t)φ(σk), (A.25)
donde ϕ(~r, t) tiene la misma forma (A.17). La evolucio´n dina´mica de la funcio´n de onda
del electro´n depende de las condiciones in´ıciales promovidas por la relacio´n espacial del
esp´ın junto con el campo magne´tico, de la cual existen dos opciones:
∗ Campo magne´tico paralelo al esp´ın en t = 0: La transformacio´n temporal de la
funcio´n de onda es dada por un estado estacionario y un espinor paralelo a la
direccio´n del campo, expl´ıcitamente:
Ψ(~r, t) = e−
i
~ ξntϕn(~r)φz, (A.26)
por tanto, el esp´ın no introduce mezclas en la funcio´n de onda en cada subespacio
y la evolucio´n es independiente tanto espacial como espinorialmente. Los niveles
de energ´ıa son:
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ξn,kz ,sz = ~ω
(
n+
1
2
)
+
~2k2z
2me
∓ µB. (A.27)
∗ Campo magne´tico antiparalelo al esp´ın en t = 0: el espectro de energ´ıa del electro´n
posee la misma forma (A.27) pero la funcio´n de onda no es un estado estacionario,
debido a que la funcio´n espacial adquiere una dependencia temporal contribuida
por la funcio´n espinorial.
Un interesante y detallado ana´lisis del dejeneramiento de los niveles de Landau cuando
el esp´ın del electro´n es tenido en cuenta es realizado en [47] donde el dejeneramiento es
dado en funcio´n de la energ´ıa de Fermi.

Ape´ndice B
Algunas propiedades de los
niveles de Landau ma´s bajos.
B.1. Niveles de Landau ma´s bajos para una part´ıcula.
Los niveles de Landau para una part´ıcula, son funciones antisime´trica con energ´ıa ~ωc
[3], anal´ıticamente, tienen la forma mostrada en la ecuacio´n (2.25)
ϕm (z, z
∗) =
1√
2pil2B
zm exp
(
−|z|
2
4l2B
)
. (B.1)
Con (B.1) se puede encontrar el valor esperado para r y 1/r para cada nivel m de
momento.
Para el radio efectivo tenemos expresando la integral en coordenadas polares con z = reiθ
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〈m|r2|m〉 = 1
(2l2B)
m+1pim!
∫
d2zr2|ϕm (z, z∗) |2
=
1
(2l2B)
m+1pim!
∫
d2z
(
(zm)∗ exp
(−|z|2
4l2B
)
r2zm exp
(−|z|2
4l2B
))
=
1
(2l2B)
m+1pim!
∫
d2zr2|z|2m exp
(−|z|2
2l2B
)
=
1
(2)m+1pim!
∫ ∞
0
∫ 2pi
0
drdθr(r2)m+1 exp
(−r2
2
)
=
2
(2)m+1m!
∫ ∞
0
drr(r2)m+1 exp
(−r2
2
)
=
2
m!
∫ ∞
0
dr
(
r2
2
)m+1
exp
(−r2
2
)
=
2
m!
∫ ∞
0
duum+1 exp (−u)
con m+ 1 = n− 1 tenemos
=
2
(n− 2)!
∫ ∞
0
duun−1 exp (−u)
=
2
(n− 2)!nΓ(n) =
2
(n− 2)!n(n− 1)! = 2(n− 1) = 2(m+ 1).
Donde se ha utilizado al expresio´n integral para la funcio´n Gamma. De igual manera
para el inverso del radio tenemos
〈
m
∣∣∣∣1r
∣∣∣∣m〉 = 1(2l2B)m+1pim!
∫
d2z
〈
m
∣∣∣∣1r
∣∣∣∣m〉
=
1
(2l2B)
m+1pim!
∫
d2z
(
(zm)∗ exp
(−|z|2
4l2B
)
1
r
zm exp
(−|z|2
4l2B
))
=
1
(2l2B)
m+1pim!
∫
d2z|z|2m 1
r
exp
(−|z|2
2l2B
)
=
1
(2l2B)
m+1pim!
∫ ∞
0
∫ 2pi
0
drdθrr2m
1
r
exp
(−r2
2l2B
)
=
2√
2m!
∫ ∞
0
dr
(r
2
)m+ 1
2
exp
(−r2
2
)
=
1√
2m!
Γ
(
m+
1
2
)
=
1√
2m!
(2m)!
√
pi
4mm!
=
(2m)!
√
2pi
22m+1m!2
.
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B.2. Ortonormalidad de la solucio´n a la ecuacio´n de movimien-
to para tres electrones bidimensionales en presencia
de un campo magne´tico perpendicular.
En esta seccio´n mostramos detalladamente el ca´lculo que valida la ortonormalidad del
conjunto de funciones (2.48), que corresponden a la solucio´n de la ecuacio´n de movimien-
to (2.45) para tres electrones bidimensionales los cuales interactu´an con un campo
magne´tico perpendicular a la superficie.
La funcio´n de onda de los tres electrones interactuantes ostenta la forma:
ϕm,p(za, zb) =
1√
(2l2B)
4p+6m+1pi2(3m+ p)!p!
(
(za + izb)
3m − (za − izb)3m
2i
)
(z2a + z
2
b )
p exp
(
− 1
4l2B
(|za|2 + |zb|2)) .
(B.2)
Def´ınase dos variables de posicio´n z1 y z2 dadas por:
z1 =
za + izb√
2
, z1 =
za − izb√
2
, (B.3)
estas nuevas posiciones cumplen las siguientes relaciones
2z1z2 = z
2
a + z
2
b , |z1|2 + |z2|2 = |za|2 + |zb|2. (B.4)
El objetivo de estas nuevas posiciones complejas sera´ la de simplificar la expresio´n (B.2).
Realizando el cambio de variable la funcio´n de onda se transforma en
ϕm,p(za, zb) = − i(
23/2m+p+1/2
)√
((3m+ p)!p!pi2)
(
z3m1 − z3m2
)
(z1z2)
p
exp
(
−1
4
(|z1|2 + |z2|2)) . (B.5)
Ya con esto, la ortogonalidad de la funcio´n de onda se puede escribir como la integral
de a´rea compleja del producto interior. Esto ya que es necesario integrar alrededor de
todas las posibles orbitas, as´ı la ortogonalidad es haciendo l2B = 1 y reemplazando la
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funcio´n (B.5) y su complejo conjugado el producto tenemos:
〈m′, p′|m, p〉 = i(
23/2m′+p′+1/2
)√
((3m′ + p′)!p′!pi2)
−i(
23/2m+p+1/2
)√
((3m+ p)!p!pi2)∫ ∫
d2z1d
2z2
(
(z3m
′
1 )
∗ − (z3m′2 )∗
)
((z1z2)
∗)p
′
exp
(
−1
4
(|z1|2 + |z2|2))(
z3m1 − z3m2
)
(z1z2)
p exp
(
−1
4
(|z1|2 + |z2|2)) , (B.6)
se puede utilizar la funcio´n delta de Kronecker [38], debido a que los niveles tanto de
energ´ıa como de momento angular son discretos. De tal manera que el producto interior
se convierte en:
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
(26m+2p+3) ((3m+ p)!p!pi2)∫ ∫
d2z1d
2z2
(
(z3m1 )
∗ − (z3m2 )∗
) (
(z3m1 )− (z3m2 )
)
((z1z2)
∗)p ((z1z2))p exp
(
−1
2
(|z1|2 + |z2|2)) , (B.7)
teniendo en cuenta que el producto
(
(z3m1 )
∗ − (z3m2 )∗
) (
(z3m1 )− (z3m2 )
)
= (|z1|2)3m − (z∗1z2)3m − (z1z∗2)3m + (|z2|2)3m,
(B.8)
la expresio´n (B.7) se puede escribir como:
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
(26m+2p+3) ((3m+ p)!p!pi2)∫ ∫
d2z1d
2z2 ((|z1||z2|))2p(
(|z1|2)3m − (z∗1z2)3m − (z1z∗2)3m + (|z2|2)3m
)
exp
(
−1
2
(|z1|2 + |z2|2)) (B.9)
Ape´ndice B Algunas propiedades de los niveles de Landau ma´s bajos. 81
Separando la integral para cada te´rmino del producto obtenemos:
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
(26m+2p+3) ((3m+ p)!p!pi2)
[
∫ ∫
d2z1d
2z2 ((|z1||z2|))2p (|z1|2)3m exp
(
−1
2
(|z1|2 + |z2|2))
−
∫ ∫
d2z1d
2z2 ((|z1||z2|))2p (z∗1z2)3m exp
(
−1
2
(|z1|2 + |z2|2))
−
∫ ∫
d2z1d
2z2 ((|z1||z2|))2p (z1z∗2)3m exp
(
−1
2
(|z1|2 + |z2|2))
+
∫ ∫
d2z1d
2z2 ((|z1||z2|))2p (|z2|2)3m exp
(
−1
2
(|z1|2 + |z2|2))]. (B.10)
Para resolver las integrales del primer y u´ltimo miembro transformamos los diferenciales
de a´rea a coordenadas polares, para las dos integrales restantes separamos sus integrales,
de tal suerte que la expresio´n se transforma en
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
(26m+2p+3) ((3m+ p)!p!pi2)
[
∫ 2pi
0
∫ ∞
0
∫ 2pi
0
∫ ∞
0
dθ1dr1dθ2dr2 r1r2 (r1r2)
2p (r21)
3m exp
(
−1
2
(
r21 + r
2
2
))
−
∫
d2z1 (|z1|)2p (z∗1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)
−
∫
d2z1 (|z1|)2p (z1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z∗2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)
+
∫ 2pi
0
∫ ∞
0
∫ 2pi
0
∫ ∞
0
dθ1dr1dθ2dr2 r1r2 (r1r2)
2p (r22)
3m exp
(
−1
2
(
r21 + r
2
2
))]
(B.11)
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
(26m+2p+3) ((3m+ p)!p!pi2)
[
4pi2
∫ ∞
0
dr1 r1
(
r21
)3m+p
exp
(
−1
2
r21
)∫ ∞
0
dr2 r2r
2p
2 exp
(
−1
2
r22
)
−
∫
d2z1 (|z1|)2p (z∗1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)
−
∫
d2z1 (|z1|)2p (z1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z∗2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)
+ 4pi2
∫ ∞
0
dr1 r1r
2p
1 exp
(
−1
2
r21
)∫ ∞
0
dr2 r2
(
r22
)3m+p
exp
(
−1
2
r22
)]
(B.12)
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Si agrupamos el primer y u´ltimo miembro de (B.12) el producto es
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
8(3m+ n)!n!pi2
[
4pi2
∫ ∞
0
dr1 r1
(
r21
2
)3m+p
exp
(
−1
2
r21
)∫ ∞
0
dr2 r2
(r2
2
)2p
exp
(
−1
2
r22
)
+ 4pi2
∫ ∞
0
dr1 r1
(r2
2
)2p
exp
(
−1
2
r21
)∫ ∞
0
dr2 r2
(
r22
2
)3m+p
exp
(
−1
2
r22
)]
− δmm′δpp′
(26m+2p+3) ((3m+ p)!p!pi2)
[
+
∫
d2z1 (|z1|)2p (z∗1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)
+
∫
d2z1 (|z1|)2p (z1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z∗2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)]
.
(B.13)
Si se realiza la sustitucio´n u = r21/2 y v = r
2
2/2, la anterior expresio´n toma la forma:
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
8(3m+ p)!p!pi2
[
4pi2
∫ ∞
0
du u3m+p exp (−u)
∫ ∞
0
dv vp exp (−v)
+ 4pi2
∫ ∞
0
dv up exp (−u)
∫ ∞
0
dv v3m+p exp (−v)
]
− δmm′δpp′
(26m+2p+3) ((3m+ p)!p!pi2)
[
+
∫
d2z1 (|z1|)2p (z∗1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)
+
∫
d2z1 (|z1|)2p (z1)3m exp
(
−1
2
|z1|2
)∫
d2z2 (|z2|)2p (z∗2)3m exp
(
−1
2
|z2|2
)]
,
(B.14)
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si j = 3m+ p las cuatro primeras integrales se convierten en:∫ ∞
0
du uj exp (−u) = Γ(j + 1) = j! = (3m+ p)! (B.15)∫ ∞
0
dv vp exp (−v) = Γ(p+ 1) = p! (B.16)∫ ∞
0
dv up exp (−u) = Γ(p+ 1) = p! (B.17)∫ ∞
0
dv vj exp (−v) = Γ(j + 1) = j! = (3m+ p)! (B.18)
Las u´ltimas integrales del producto interior son nulas, ya que sus integrandos son anti-
sime´tricos. Con esto finalmente el producto interior es
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′
8(3m+ p)!p!pi2
(
8pi2 (3m+ p)!p!
)
〈m′, p′|m, p〉 = δmm′δpp′ .
(B.19)
Comprobando as´ı, que el conjunto de funciones (B.2) que dan solucio´n al problema de
tres electrones interactuantes en presencia de un campo magne´tico perpendicular son
ortogonales.
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